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Prefacio

Este texto foi escrito para servir como roteiro para o curso de Mecanica dos Fluidos, no
Instituto de Fisica da USP, de 1998 a 1999. E um curso de graduacao de um semestre,
de 2 horas e meia semanais, obrigatério para alunos de Meteorologia e optativo para os
alunos de Fisica. As turmas, em geral, sao heterogéneas, com estudantes em diferentes
estagios de formacao. Sao considerados pré-requisitos apenas os cursos basicos de Fisica
Geral e Calculo Diferencial e Integral.

Seguiu-se a estrutura do livro do Brown[1]: sdo introduzidas inicialmente as equacoes
fundamentais de fluidos reais, com viscosidade, e depois discutida a aproximacao de fluido
ideal. Muitos trechos foram extraidos das referencias citadas e adaptadas.

Em cada aula foram distribuidas listas de questoes. As respostas eram recolhidas
na aula seguinte. Sao questoes simples que apenas requerem leitura e compreensao da
matéria da aula anterior. Elas se encontram no final de cada capitulo.

O curso foi avaliado como sendo dificil, por praticamente todos os alunos.

2 de agosto de 1999.

M. Y. Kucinski



Simbolos

cp, ¢y calor especifico por unidade de massa a pressao ou volume constante
f—‘}, ]ﬁ forca por unidade de massa, volumétrica e superficial
Jer gravidade efetiva
‘H entalpia por unidade de massa
J densidade de corrente
M ntmero de Mach
P pressao
R constante dos gases ideais
Re numero de Reynolds
Ro nimero de Rossby
S entropia por unidade de massa
T temperatura
) volume por unidade de massa
v velocidade
B, X\ longitude, latitude
~ constante dos gases perfeitos (cp/c,)
U energia interna por unidade de massa
1, coeficientes de viscosidade
v viscosidade cinética
ﬁ tensor densidade de fluxo de momento linear
p densidade

«—> ~
o tensor das tensoes

R ad
o’ tensor das forcas viscosas

5 vorticidade

i



Capitulo 1

Descricao do escoamento de um
fluido

1.1 Descricao Lagrangeana e Euleriana.

O objetivo da Fisica classica é descrever a evolucao de um sistema sob a acao de forcas
e outros fatores. Num referencial Lagrangeano a posicao e outras propriedades de um
corpo sao identificadas num determinado instante e a evolugao subsequente é descrita
em termos de funcoes de t. Os fluidos nao tém forma propria, o que significa que o
relevante na hidrodinamica é o estudo dos movimentos relativos das diferentes partes.
Em geral, ao lidar com o movimento de fluidos nao estamos interessados em acompanhar
a evolucao de uma porgao particular do fluido mas em obter um mapeamento numa certa
regiao, a cada instante, de algumas propriedades macroscopicas do fluido. Descrevemos
matematicamente o fluido usando fungées do campo de escoamento: a velocidade U(7, t)
e duas grandezas termodinamicas quaisquer, por exemplo, a densidade p(7,t) e a pressdo
P(7,t). Sabe-se que todas as fung¢oes termodinamicas de estado podem ser determinadas,
se conhecidas duas delas, a partir da equacao de estado. Portanto, o estado de movimento
de um fluido é completamente determinado se conhecidos #(7,t), p(7,t) e P(7,t).

As variaveis 7 e t sao independentes. Esta descricao chamada Euleriana é mais
diretamente relacionada com a observacao. A descricao Lagrangeana é mais diretamente
ligada as equacoes da dinamica do fluido (leis de Newton, processos termodinamicos).

Em hidrodinamica, lidamos com 3 equacgoes fundamentais que descrevem a evolucao
temporal destas grandezas (ou a conservagao), a equacao de estado e uma relagdo que
define o processo termodinamico.

O que distingue os gases dos liquidos é a compressibilidade.

Exemplo 1.1 Consideremos um recipiente com gds

sob pressao e um pequeno orificio (dimensao linear do "

orificio<< outras dimensaées lineares do recipiente) de

modo que o escoamento é quase estaciondrio durante ,

um intervalo de tempo razodvel. O padrao é inde- J—
e

pendente do tempo e as grandezas fisicas podem ser
escritas como

p(r), P(r), o).
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Estas funcgoes nao contem explicitamente t porque em cada posi¢cao os valores das
grandezas nao mudam com o tempo mas se acompanharmos o movimento de uma por¢ao
do fluido, p, P, v... variam. Com certeza, a velocidade é muito maior perto do orificio.

Exemplo 1.2 O escoamento dentro do mesmo recipiente, com orificio maior, pode variar
sensivelmente com o tempo e as grandezas ficariam

o7 1), P(F.1), T(78)...

1.2 Derivada total, substancial ou material de uma
variavel de campo em relacao ao tempo.

Para descrever a evolucao temporal de um escoamento precisamos calcular a derivada
total em relagao ao tempo de grandezas da forma ®(7,¢). Por exemplo, p(7,t), P(7,t),
¥(7,t) etc. Esta derivada, também chamada substancial ou material porque é calculada
acompanhando cada elemento do fluido é

Do . BT+ o7t + At) — B(T) 1)
= lim .
Dt~ A0 At
Durante o intervalo de tempo At o elemento de fluido se deslocou de 67" = UAL.
D® y O (7 + TAL t + At) — O(7, 1)
— = lim
Dt A0 At
0P
— d L
v- Vo + BT

A demonstragao fica mais simples se usar coordenadas cartesianas. Para tornar a escrita
mais economica introduzimos a seguir, algumas notacoes.

Notacoes
o (Uy, vy, Uy) = (v1,02,03) = ().
o (LK) = (e, 63.63) = (&)
e Notacao de Einstein para somatoria: Z?:l A = Aii

* a - am ) 8 = gt
Exercicio. Usando estas notacoes, escrever como expressoes vetoriais as seguintes
relagoes:

A derivada total acima pode ser calculada usando as coordenadas (z,y, z) escrevendo
fungao ®(x,y, z,t) e dz; = v;At:

Do _ lim Oz +dx,y + 0y, 2+ 0z, t + At) — (2,9, 2, 1)
Dt At—0 At
g 00(xy,t) by 0P(xy, 1)
v S ey v S
)
= Vo .7+ 8—

ot
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Exemplo 1.3 A velocidade de escoamento unidimensional de um fluido é dada por
v=2/z e a densidade p = (2% + 1)e=2. Considere um elemento do fluido que passa por
x =1 no instante t = 0. Determine Dp/Dt e a aceleragao do elemento no instante t = 2.

Dp _ 9, 0p
Dt ot Vox

= -2 (a:Z + 1) e 2 4 %23{:(3_2’5
= 2 (1 — :r:2) e 2

E preciso determinar a posicio do elemento do fluido no instante t = 2. Se v = 2/x,

= axi=2 = 2?>=4t+ constante = x = /4t + constante.

A condicao x =1 no instante t =0 da x = /4t + 1 e portanto em t = 2, x = 3.

Do = —16e*
Dt),., '

A aceleragao pode ser determinada derivando v = 2/x:

. 2, 2 4 4
V=——l=——0=—— = ——
x? x? a3 27

ou usando a expressao da derivada total

Dv B ov ov 2 -2

Dt o Var T par

A acelerag@ao de um elemento de fluido é obtida calculando

%+U-Vﬁ.

V¥ nao é escalar nem vetor. E um tensor de 2a. ordem. No contexto, nao é importante
saber o que é éste tensor. Basta saber que

5-Vi = (7-V)7
= 0;0;0 = v;0;(v; €]

= (0-Vu))ej.

<

<
<L

Exemplo 1.4 A wvelocidade de escoamento de um fluido é dada por ¥ = a1 — (y + t)J.
Determine a acelera¢ao em cada ponto do fluido, em um instante qualquer t.

o
i = —+7-Vi
ot

- 0 o)
Rl +vya—y> (aT— (y +1)7)
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1.3 Linhas de fluxo. Trajetoria.

e Cada elemento de fluido segue um caminho; é a trajetéria. Para visualizar pode-se
derrubar um pingo de tinta.

e Linhas de fluxo (ou linhas de corrente ou linhas de velocidade) num dado instante,
sao as linhas tangentes ao vetor velocidade em cada ponto, nesseinstante.

Sejam 7 e 7+ dr dois pontos de uma mesma linha de fluxo num certo instante. ¥’ e
dr’ tém a mesma direcao. Portanto

P £ d d d
Ixdi=0 = vy vy, v, | =0 ar _ 4y _ ez (11)
dr dy dz Uz Uy Uy

Estas sao as equagoes das linhas de fluxo na forma diferencial.

Exemplo 1.5 Considere um tanque com
agua a uma certa altura do chdo e um pe-
queno orificio. A medida que diminui o nivel
de dgua no tanque a dgua sai do orifi/cio com
velocidade menor. A figura representa apro-
ximadamente as fotografias instantaneas nos
diferentes instantes tg,t1,t9 e t3. FEstas li-
nhas nao sao linhas de fluzo nem trajetorias
de elementos do fluido. Seriam se o nivel de
agua do tanque nao diminuisse com o tem-
po. Uma gota de tinta na posi¢cao P do fio de
agua, no instante ty, seque aprorimadamente
a trajetoria marcada pela linha pontilhada.

Exemplo 1.6 Considere a velocidade de escoamento do exemplo (1.4):

U =aT— (y+t)]. Como deve ser a trajetdria do elemento de fluido que passa por

(z,y) = (1,1) no instante t = 02 Como seria, no instante t = 0, a linha de fluzo que
passa pelo ponto (z,y) = (1,1)7

iTHgy=aT— (y+t)f] = d=zey=-y-t = zxz=c;ey=1-1t
As constantes de integra¢ao sao determinadas de modo que a curva passe por (1,1) no
instante nicial. (z(t),y(t)) € a equagao hordria e também a equagao da trajetdria na
forma paramétrica (parametro t). A equacao da trajetéria na forma explicita é obtida
eliminando t:
r =exp(l—y).

A linha de corrente é obtida usando (1-1):
dx dy

— = =  Inx=—In(y+1t)+nC; C=constante = x(y+t)=C.
T Y+t
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A curva que passa por (1,1) no instante t = 0 deve ser xy = 1. Na figura a linha de fluxo
€ representada pela curva continua e a trajetoria pela linha pontilhada.

1.4 Divergéncia de um campo vetorial.

e Representacao em coordenadas cartesianas:

0A, 04, 0A,

.14-# p— i
v ox + oy + 0z
0A,;
= — =0;A;
axj a] J

e Fluxo de massa através de uma superficie S.

A densidade de massa é dada por:

S = 1 oM
plrt) = 5o 6V
onde 6M é a massa contida num elemento de volume
o0V. O fluxo é a massa que atravessa um elemento de
area dS, por unidade de tempo. A massa que atra-
vessa dS durante um intervalo de tempo dt ocupa o
volume de um cilindro de area de base dS e geratriz
da superficie lateral vdt, que é ds - vdt.

dS é um vetor de médulo dS, normal a superficie, com sentido para fora se for parte
de uma superficie fechada e com sentido arbitrariamente fixado se for uma superficie
aberta.

Esta quantidade é portanto (dS - @dt)p.

Entao, o fluxo através de uma superficie qualquer S fica

Fluxo de M :/ (dS -7)p.
s
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pv é definida como densidade de corrente de massa.

Analogamente definimos

e Fluxo de uma grandeza I' (escalar, vetorial ou tensorial) através de uma superficie,
transportada pelo fluido.

Seja (7, t) uma grandeza especifica relacionada a I':

(7.1 = Jim O

Y= Ggh sy

oI" é a quantidade contida num elemento de volume 6V. O fluxo seria a quantidade
de I' que atravessa um elemento de area dS, por unidade de tempo. A quantidade
que atravessa dS durante um intervalo de tempo dt levado pelo fluido é (dS - 0dt)~.

O fluxo através de uma superficie qualquer S fica

Fluxo de I' = / (dS - ).
s

~¥ é definida como densidade de corrente de I' e o seu significado é de quantidade de
I’ que passa através de uma superficie, por unidade de area, por unidade de tempo,
transportado pelo fluido.

A densidade de corrente nao esta necessariamente associada a movimento de matéria.
Podemos definir a densidade de corrente .J como um vetor na direcao e senti-
do do transporte da grandeza em questao (I') e mddulo igual & quantidade de T
que passa através de uma superficie, por unidade de area, por unidade de tempo,
independente do mecanismo de transporte da grandeza. O fluxo através de S seria

Teorema 1.1 (Teorema da divergéncia, de Gauss)

/dV V-Z:/dﬁ-/i’ (1-2)
Vv

S

onde V' é um volume limitado pelo contorno S; dV e dS sio elementos de volume e area,
respectivamente; o sentido de dS € para fora; A € funcao bem comportada dentro de V.

O célculo da integral de volume depende do conhecimento de V - A em todos os pontos
interiores a regiao; o teorema diz que o seu valor sé depende dos valores de A na borda
da regiao.

Podemos dizer que V - A em um ponto é o fluxo de A através do contorno de uma
regiao infinitesimal em torno do ponto considerado, dividido pelo volume da regiao, isto
é, é a densidade de fluxo.

Num campo divergente o, V - ¢ é positivo; num campo convergente V - ¥ é negativo.

Um campo vetorial de divergente identicamente nulo é chamado solenoidal.
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Exemplo 1.7 Se o campo de es-
coamento de wum fluido incom-
pressivel é definido por v = 327+ 7,
:>V-j:V-,017:3p>Oepor-
tanto hd mais fluido saindo do que
entrando numa 1egiao.

Exemplo 1.8 Um campo eletrostdtico satisfaz a equagao (de Mazwell) YV - E = p/co,
onde p € a densidade de carga elétrica.

Exemplo 1.9 Um campo magnético é solenoidal, isto €, V - B =0.

1.5 Vorticidade

Vorticidade é um conceito associado a rotacdo de um elemento do fluido e é definido
matematicamente como o vetor

L1 1 T 7 k
C = Ev X v = 5 87- 3y 82
Uy Uy Uy

Teorema 1.2 ( de Stokes)
/dﬁ-(VxZ):de-fY (1-3)
N c

onde S € uma superficie aberta limitada pelo contorno C'; dS e dl sio elementos de drea
e linha, respectivamente; o sentido de dS ¢é definido pela regra da mao direita em rela¢dao
ao sentido da integral de linha ao longo de C; A € funcao bem comportada sébre S.

Se ¢ £ 0 entdo existe uma superficie S onde s dS-(V x7) # 0 e portanto b dl-v+ 0,
isto é hd uma circulacao de ¥ ao longo de C.

Exemplo 1.10 Considere o escoamento de um liquido entre duas placas paralelas, num
regime estaciondrio (veja a figura que seque). A wvelocidade vai ser sempre na mesma
direcao (seja x), e 0o médulo da velocidade varia na dire¢ao perpendicular as placas (seja
y). A wvorticidade serd

- 1 B 10v, -
=-Vxuv=—=
¢ 2V U >y

Portanto, a vorticidade tem sentidos opostos nas duas metades do fluido.

A vorticidade de um redemoinho pode ser medida experimentalmente usando uma roda
de tamanho da mesma ordem ou menor que o redemoinho, que flutua no fluido, e com
pds na borda de modo que acompanha o redemoinho (parte direita da figura).

Se o medidor de vorticidade for colocado, deslocado da posi¢ao exatamente média, éle
deve girar.
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1.5.1 Vortice

Chamamos de vortice o movimento de um fluido em torno de um eixo. A vorticidade esté
concentrada no eixo; fora do eixo pode ser zero. Um exemplo sao os ciclones.

Exemplo 1.11 (Vértice for¢ado) Quando um balde, com dgua, gira com velocidade
angular  constante, depois de algum tempo a dgua fica num estado estaciondrio devido a
wviscosidade e gira como um todo. Fste escoamento é chamado vortice forcado. O sistema
de coordenadas cilindricas (r,0,z) com o eixo z coincidindo com o eixo de rotagdo € o
mais adequado para descrever os vortices devido a simetria.

U = (vy, v9,v,) = (0,09,0) = (0,Qr,0).

A worticidade fica

Vxi - & <181}Z 81}g> v <0v,« B 8vz> —i—e_z’l <8(rvg) B avr>

r o0 0z 9z Or r\ or o0
) Y R Ys)
r or

Portanto a vorticidade € a velocidade angular de rotacao .

Exemplo 1.12 (Vértice livre) Um liquido sem viscosidade, em regime estaciondrio de
rotagao pode ter a velocidade da forma

U = (vy, v9,v2) = (0, vy, 0)

com rvg = C, onde C' é uma constante. O momento angular de um elemento de fluido de
volume 6V seria (pdV )rvg = constante. Portanto cada elemento do fluido conserva o seu
momento angular. Neste caso V X v =0, exceto na origem. Muito proximo déste caso é
o escoamento de dgua numa pia com o ralo aberto ou um furacao.

Os vértices aparecem na atmosfera terrestre e nos oceanos devido a rotacao da Terra.
As equacoes da Mecanica de Newton valem num referencial inercial; as observagoes sao
feitas na superficie terrestre que é um referencial girante em relacao a um inercial. Para
relacionar as equacoes da hidrodinamica nos dois referenciais é preciso escrever a relacao
entre as derivadas totais em relacao ao tempo, nos dois referenciais.
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1.5.2 Referencial Inercial e Referencial Girante.

Consideremos um referencial (Xq) que gira com velocidade angular ) constante em
relagdo a um referencial inercial (2;). Tomando o eixo de rotacdo como eixo z, podemos
escrever Q = QF. Vamos calcular a variacao de uma grandeza representada por 7 (t).
Num instante ¢ esta grandeza é registrada como 77 (t) no referencial inercial X; e como
76 (t) no referencial girante Y.

5

Num instante posterior t+ At o vetor serd 7 (¢4 At). Durante éste intervalo de tempo

Y6(t) girou junto com o referencial Yq e portanto no instante ¢ + At,

To(t) = T2 (t) + AL x 77 (2).

(t+At) = F7(t)+ A7
(1) + AFG = T (1) + LAt x 77 (t) + AYS.
Fazendo
A Al el dt ),
A% ﬂ
At—0 At - d
: — =
Aim 77 (t) = 7 (1)
temos

(@), =770+ (@), = (7 (5),)

(1-4)

Interessa-nos calcular as relagoes entre as velocidades e as aceleragoes nos dois refer-

enciais. Como

d7 dvi dvg
— _ %" = _ (%Y%) — __ (%Y
VST M <dt>’ ¢ ae <dt>9

usando a equagao (1-4) obtemos

—>
=0 x7T

(1-5)
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) a7 = QO x (O x7)+20Q x 55 + ag.
Chamando de 7 a componente de 7 perpendicular a Q) obtemos
A x(Qx7)=0x(Q x7)=-—Q%7
Portanto temos
7= QO x (A x7)+20 x 08 +ag = -7 +2Q x 03 + ag. (1-6)

1.5.3 Forga centrifuga e forca de Coriolis

Num referencial inercial pode-se escrever a equacao de Newton para uma particula de
massa 1m como

S F rea = maz, (1-7)

onde ) ?mal é a soma de todas as forcas reais que atuam sobre o corpo. Usando (1-6)
temos

Z ?Teal —mO*F + om Q) x Vo + mag,.

Rearranjando esta equagao, podemos escrever a aceleracao no referencial girante como
resultante de forgas reais e ficticias, numa forma andloga a (1-7):

mag = Z ?Teal +mO%r — 2Im QY x Vg = Z bl (1-8)

onde

Z ?real + Z ?ficticia;

QZTL—QmQ X Vg

(]
=
I

Z ?ficticia,

? centrifuga

mQ?rT;
— -
?Coriolis = —2m Q X UQ).
A forca centrifuga independe do movimento do corpo; depende da rotagao do referencial
e da distancia radial do eixo de rotacao do referencial.
A forca de Coriolis é, em médulo, proporcional a velocidade do corpo no referencial

girante Ug; sua direcao é sempre perpendicular a g e portanto nao muda o |G| mas sim
a sua dire¢ao.

1.5.4 Referencial na superficie terrestre

Aceleragao gravitacional efetiva Um corpo solto
na superficie terrestre fica sujeito a uma aceleracao gz

em relacao a um referencial inercial devido ao campo e e
. . . o
gravitacional terrestre: gr = GMr/R2%, onde My e P I SR
Ry sao a massa e o raio da Terra, respectivamente. [ — =
~ . . . —— —_
Em relacao ao referencial que gira junto com a super- (.f AT
ficie da Terra, a aceleracao serd @ q: s i
N, N Jf
2—> i
ag = g7 + rl—QQ X Vg = gef—QQ X Ug. e A

(1-9) T
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Chamamos de gravidade efetiva o vetor
Tes = 7 +acr = gt — V7T,

que é a parte de ag que nao depende da velocidade. Na superficie terrestre podemos
tomar como referencia os eixos coordenados:

x na dire¢ao do paralelo local, medindo a longitude (3);

y na diregdo do meridiano local, medindo a latitude ()

e z na direcao vertical medindo a altitude.

A velocidade angular déste referencial é a velocidade de rotagao da Terra

O =Qsin\k + Qcos AT,

O térmo de Coriolis fica

T 7 %
- J
20 xvg = —2| 0 QcosA Qsen A
Uy Uy U,

= (2Qsen Av, —2QcosA\v,) T — 2Qsen Av, ] + 20 cos )\vxﬂl—m)

O térmo de Coriolis devido & componente vertical de € (Qsin )\?) 6 —2Q0sin \k x .
Ele vai fazer com que o movimento horizontal da massa atmosférica se torne um turbilhao;
devido a dependencia com sin A o sentido do turbilhao vai depender do hemisfério.
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Problemas

1. No oceano Atlantico, a longitude 10°W, h4 navios ancorados nas latitudes 40'N, 50°N,
60°N e 70°N, medindo cada um a temperatura local do ar. As medicoes durante 6 dias
sdo mostradas no grafico. Quanto mais ao N as temperaturas sdo mais baixas.

15'/\X/\ AALA N

10

T("oC)
a

-10

—15F :
o 1 2 3 4 5 &

t{dia)

(a) Interprete o grdfico.

(b) Um outro navio parte da posi¢do do lo. navio, exatamente a 0 hora do primeiro dia
correspondente ao grafico acima, na direcdo dos outros navios ancorados, levando
2 dias entre cada 2 deles. A temperatura é medida neste navio sempre a 0 hora.
Marque no grdfico acima as temperaturas medidas neste navio.

Observagao: os grdficos representam a fungdo

AT . AT . 2t
T(A,t) =54 20cos (%> + 20sin <@> sin (%> —5cos (2m(t — .125))

onde \ é a latitude em ON.
2. (a) A temperatura da dgua num canal de 10km é estacionéria e dada por
T(z,t) = (= + 10),

onde x é a posicao medida ao longo do canal, em km, a partir de uma das extremi-
dades. A velocidade da dgua é de 20km/h. Qual € a taza de variag¢io da temperatura
de uma por¢ao de dgua quando passa por x = 2km?

(b) A temperatura da dgua num canal de 10km é homogénea e dada por
T(x,t) = 10e /12,

onde t é o instante de tempo, medido em hora. A velocidade da dgua é de 20km/h.
Qual € a tara de variacao da temperatura medida com um termémetro colocado na
posi¢do x = 2km mo instante t = 12h ¢
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(¢) A temperatura da dgua num canal de 10km é dada por
T(z,t) = (x + 10)e~/12,

onde x é a posicdo medida ao longo do canal, em km, a partir de uma das ex-
tremidades e t é o instante de tempo, medido em hora. A velocidade da dgua é de
20km/h.

i. Qual € a taxa de variagdo da temperatura medida com uwm termometro colocado
na posi¢ao x = 2km mo instante t = 12h?

ii. Qual € a taxa de variagdo da temperatura de uma por¢do de dgua que passa por
x = 2km no instante t = 12h?

3. Considere a velocidade de escoamento de um liquido descrita, na superficie, pelo vetor
7= cxi — cyj, c=0,1s tem MKS.
Uma rolha estd flutuando na posicao (zg,yo) = (1,4) num dado instante 0

(a) Determine a velocidade da rolha na posi¢ao (xg,y0) = (1,4).

(b) Determine a aceleragao da rolha nesta mesma posigao.

—
o

) Determine a aceleragao da rolha num instante posterior quando estd numa posi¢ao
genérica (,vy).

(d) Escreva a equagdo da trajetdria da rolha.

(e) Determine a posigao da rolha 10s depois.

4. Considere o escoamento descrito pela funcao velocidade 9(7,t) = 2zi —xyj. O escoamento
€ rotacional? E divergente?

5. As equacgtes de Maxwell para o campo eletrostatico sao:
V-E=pleg e VxE=0.
O que causa fluro de E? e circulagao de E?
6. As equacgOes de Maxwell para o campo magnetostatico sao:
V-B=0 e VxB=pu,
onde J é a densidade de corrente elétrica. O que causa fluro de B? e circulagdo de B?
7. Explique porque, no escoamento em regime estdtico de um fluido incompressivel, V -v = 0.

8. Uma mesa gira uniformemente fazendo 1 volta em cada 10s; na mesa hd uma canaleta
na diregdo radial ao longo da qual uma formiga caminha com velocidade de 0,5¢m/s, a
partir do eixo.

(a) Mostre num desenho as posi¢ées da formiga emt = 2,4,6...s vistas de um referencial
parado

(b) Qual deve ser a for¢a real que atua sébre a formiga?



Capitulo 2

Conservacao de Massa.
Equacao de Continuidade

As equacoes de movimento de fluidos sao obtidas usando conceitos de conservacao de
grandezas fisicas como massa e energia e a equacao de Newton, relacionada com o mo-
mento linear.

Estas equagoes podem ser deduzidas para um elemento de fluido e escritas na forma de
equagao diferencial, ou, deduzidas para um volume fixo (volume de controle) e escritas
na forma integral.

A forma integral é 1til para estudar escoamentos confinados. Na geo e astrofisica o
fluido é tipicamente nao confinado e a forma diferencial é mais adequada.

Para cada tipo de problema precisamos de um nimero de equagoes igual ao ntimero
de grandezas fisicas envolvidas. Na geofisica, em geral, as grandezas relevantes sao a
velocidade, a densidade, a temperatura e a pressao. (Na astrofisica, também o campo
magnético.)

Se conhecidas duas funcoes termodinamicas de estado, as outras podem ser determi-
nadas, a partir delas, da equacao de estado.

Portanto, precisamos de pelo menos 2 equagoes escalares basicas de hidrodinamica,
que podem ser as equacoes de conservacao de massa e de energia. Além destas, precisamos
de uma equacao que descreva o processo termodinamico e a equagao de estado.

A outra equacao fundamental referente a velocidade é vetorial e provém da equacao
de Newton.

A partir destas equacoes basicas, outras podem ser derivadas, de interesse para alguns
problemas especificos como:

e equacao da vorticidade;
e equacao de escoamento potencial;

e cquacao de perturbagao de um escoamento médio, usada para o estudo de ondas,
instabilidades e turbuléncia.

Consideramos, na Fisica Classica, que a massa nao pode ser criada ou destruida. A
massa de um elemento do fluido é a densidade vezes o volume.

14
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2.1 Equacao de conservacao na forma integral

Consideremos como volume de controle Vi, um volume fixo arbitrario na regiao do fluido.
O contorno é a superffcie de contorno Sy. A conservacao de massa pode ser enunciada da
seguinte forma:
Aumento de massa dentro de Vo = — fluro de matéria para fora, através da borda Sy.
Escrevendo como

dM _ _ ~
= fV dVp = ]V dV a razao de aumento de massa no volume Vj e

fSo ds - (p¥) o fluxo de massa para fora de Vj, através de Sy,

obtemos a forma integral da equacao de conservacao.

dM d -
dV = — ds - (p?). 2-1
T o= [ - (2-1)

pv é a densidade de corrente de massa.

Para uma grandeza fisica extensiva qualquer T" (escalar, vetorial, tensorial de qualquer
ordem) e a funcao especifica correspondente v pode-se escrever uma equagao integral
semelhante que expressa a conservagao, trocando {p, M} por {7,I'} e acrescentando um
térmo devido a fontes geradoras de I™:

ar d -
_ (v . 2.2
— == dV7 /s 0 dS - (y0) + /V 0 dVg, (2-2)

U seria a densidade de corrente de I', transportada pelo fluido e ¢, a densidade de I'
criado por uma fonte.

2.2 Equagao de continuidade (ou de conservagao na
forma diferencial)

A equagao (2-1) pode ser reescrita fazendo

d
dt .

/Sodg-(pﬁ):/vodVV-(pU).

Na primeira expressao usou-se o fato de que V4 é fixo e na segunda expressao o teorema

de Gauss.
dp
/(afLV( )>dV—O.

A equacao fica
Ela deve valer para qualquer V4 e portanto, em cada ponto deve valer

% + V- (pt) =0. (Equagao de continuidade) (2-3)

Esta é a equacao de continuidade e expressa a conservacao de massa na forma diferencial.
Usando a derivada substancial podemos reescrever

dV / @dv,
v O
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Doy pv-v=0. (2-3)

Para uma grandeza qualquer 7 ter-se-ia

Iy .
E + V- (77) = ¢,. (2-4)

A equagao (2-3’) dé a razao de variagao da densidade de um elemento do fluido com
o tempo, ao longo do movimento. Se nao houver compressao ou descompressao % =0e
a conservacao de massa é expressa pela nao divergéncia de velocidade

V.-7=0. (2-5)
E ma funcao solenoidal.

Exemplo 2.1 (Vazao incompressivel num tubo)
( da ref[1]) Considere um fluido num tubo de se¢do
transversal nao constante e uma regiao de controle Vg
definida pelas superficies de contorno S1&5:&Sy.

/dVV-ﬁz/ dS-7=0.
Vo Sl&SQ&Sg

Se a velocidade média normal a secao S; € v; e a drea
da segcao € A; a integral fica —Ayv; + Asvg = 0 pois

a integral na superficie lateral € nula. Av representa a vazao, ou seja, o volume do fluido
que atravessa a se¢ao transversal de darea A por unidade de tempo. A vazdao de um fluido
imcompressivel é constante ao longo do tubo.

Exemplo 2.2 (Vazao estaciondria de um fluido de densidade uniforme)
(da referéncia [1]) Considere um escoamento de um

fluido de densidade uniforme num canal convergente.

Determine a wvelocidade transversal v, no caso de v

escoamento estaciondrio e bidimensional. A largura o
do canal € dada por -
Y - ‘ x
Y = 0 \/_/
142/l

e a velocidade na direcao longitudinal é

sl = (1+7) 1= (§)]

Se o escoamento é estaciondrio Op/ot = 0 e vale V - (pt) = 0. Como p € uniforme a
equagdo se reduz a

0v, c%y_
(9_13—'___0'

V-0 Dy
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Usando a expressao dada de v, esta equacdo pode ser integrada

R IRIE

A fungao C(x) pode ser determinada usando a condigao de simetria vy(x,y = 0) = 0.
C(z) deve ser nulo. Consequentemente

Exemplo 2.3 (da ref[1]) As ruas de uma cidade sao corredores de vento. Um vento entra
com velocidade vy = 20m/s na rua principal, de largura 25m, e uma parte é desviada
numa ruela de 8m de largura. Se o vento sai na outra extremidade da rua principal com
velocidade vy = 19m/s, com que velocidade vs sopra o vento na ruela?

b =¥
1

¥, =20m{}s w =ﬁ)}s

-
o

O ar, neste problema pode ser considerado incompressivel (A discussao sébre a questao
da compressibilidade é feita no capitulo sequinte). Portanto a vazdo deve ser constante

A1U1 = Al’l)g + A3U3.

A welocidade na ruela deve ser

A
vg = (v — vg) = 3,125m/s.
As
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Problemas

1. A velocidade de escoamento bi-dimensional (no plano (z,y)) e estacionério de um fluido
incompressivel é, na regiao z > 0; 0 <y </ da forma

(Um,’l)y, Uz) = (my, vyao); ’Uy(xay = ‘ﬂ) =0.

(a) Como deve ser vy ?

(b) Determine a familia de curvas que representam as linhas de corrente.

2. Um tubo tem secao transversal circular, ndo constante, como mostra a figura. O raio
da secdo é dada por R = Ro(1 + z/ 6)2. Um fluido ndo compressivel escoa pelo tubo e a
componente z da velocidade é

v, =vo (1 +2/0)74.

Assumindo que hé simetria cilindrica (nenhuma grandeza fisica depende da varidvel az-
imutal ¢) e que v, = 0, determine v,(r, z)

3. Um géds é expelido continuamente por um tubo de secdo transversal nao uniforme, em
regime estaciondrio. A densidade n&o é necessariamente constante.

(a) FEscreva a equagao de continuidade.

(b) Mostre que pvA € constante ao longo do tubo. p é a densidade, v a velocidade e A a
drea da secdo transversal.

4. O volume especifico V é o volume de uma unidade de massa. (V = 1/p). Escreva a
equagdo de continuidade em termos de V e velocidade 7.

5. Considere um escoamento isotérmico de um gés ideal, isto é, em que vale a relacdo
PV = Pp~! = RT/u = constante. R é a constante dos gases ideais e y é a massa molecular
média do gas. FEscreva a equagdo de continuidade em termos de P e velocidade v



Capitulo 3

Transporte de momento linear.
Equacoes de Navier-Stokes e de
Euler

A equacio de conservacao do momento linear tem uma importancia especial para determinar o
campo de velocidades.
Conservacao de momento linear significa que o momento s6 pode ser modificado por forcas.
Tomando um volume de controle Vj e o seu contorno Sy a equacdo (2-2) pode ser reescrita
para a componente cartesiana ¢ do momento linear, na forma integral, fazendo v = pv;

d -
& | avoi= [ a5 -(ua+ [ Vo,
dt( VO SO VO

A variacao do momento contido em um volume fixo Vj é devida, em parte, ao fluxo do momento
através da borda, resultante do movimento do fluido e, em parte devida a forcas externas.

qpv; representa a densidade de forca que atua sobre cada elemento do fluido.
A equagdo correspondente, na forma diferencial, provém diretamente de (2-4):

0 PU;
ot

+ V- (pvit) = qpy;- (3-1)

Parte das forcas externas deriva de potencial; uma outra parte resulta da interacdo do fluido
em Vj com a sua vizinhanca.

E complicado escrever uma expressdo para a forga sébre o fluido contido em Vj (fixo) porque
a quantidade do fluido pode variar.

Vamos portanto aplicar a equacao de Newton para o movimento de uma quantia fixa do
fluido, para obter as equagdes do momento nas formas diferencial e integral.

Considere uma quantia fixa do fluido que ocupa um volume V(¢), no instante t. V(t) se
move junto com o fluido e é limitado pelo contorno S(¢). A massa dentro de S(t) é constante
mas o momento linear ndo. Podemos escrever

i)
— avpvi(r,t) = F;.
Dt . V(t) ( )

Notagao simplificada: pv;(7,t) significa que pv; depende de 7 e t.

A integral de volume seria o momento linear da quantia fixa de massa e portanto o primeiro
membro da equacdo representa a variacdo do seu momento linear.

19
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Pela lei de Newton esta grandeza é igual a soma de todas as forcas externas sébre esta massa
F; = AV qpy; -
v(t)

Para obter a equacao fundamental da hidrodinamica, vamos desenvolver o 1lo. membro desta
equacao, usando o teorema de Leibnitz:

Teorema 3.1 ( de Leibnitz)

D

— 6P”i(7?at)
— dV pu; (T, t :/ AV ——=
Dt Jy @ i(7:1)

—I—/ dg-ﬁpvi 7, t).
V(1) ot S(t) (1)

Demonstracao:

D / 1
— dVpv(r,t) = lim — / dV pv; (7, t + At —/ av pv;(1,t
Dt Jy @ (1) At—0 At { V (t+At) ( ) v(t) (721)

1
= lim — / dV [pvi (Tt + At) — pv; (7, t +/ dV pv; (7, t + At
AMN{ [ Vi 80 = pu]+ [ v >}

Opv; (Tt ) 1 .

= / dVM + lim — / dV pu (7, t + At)
V() ot At—0 At Jsv

Durante o intervalo de tempo At o ponto na superficie se

desloca com velocidade do fluido 7; 67 = ¥At e portanto

a variacdo de volume serd

Vit + At) — V(t) = 6V = / av= [ 43 5at
Jsv Js(t)

/de(F,t):/ 45 - FALF (7, 1).
5V

5(t)

Fignra 3.1

Substituindo na equacao acima o resultado é imediato.

Pelo teorema, a variacao do momento contido em V' (t) é devida em parte & variagao local de
pv; e em parte devida ao fluxo através da borda, resultante do movimento do préprio contorno.
C. q. d.

Observagao: O teorema € vdlido ndo soé para a fungao densidade de momento pv; mas para
uma fungdo escalar, vetorial ou tensorial qualquer (7, t), bem comportada dentro de V(t), e que
representa uma grandeza especifica. E pode também ser generalizado para um volume V (t) que
nao se move com o fluido; a velocidade que apareceria na integral de superficie seria a velocidade
de cada ponto do contorno.

A equacao de Newton fica, usando o teorema de Leibnitz e o de Gauss,

/ dvap”w/ dS - Gpv; =

Jv ot Jsw

/ dv [8pvi—l—v-(ﬁpvi)] -
V(t) ot

= F;,= / AV qpy,-
Jv )

Podemos escrever a forga como a soma de duas partes F; = FiV + Fis onde
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° FiV é a forca volumétrica, que atua sobre o volume devido a um campo e

° Fis é a forca superficial que atua através da borda, devido ao préprio fluido ou a parede
com que estd em contacto.

A forca volumétrica estd, em geral, associada mais precisamente a matéria e ndo ao volume
e portanto, é conveniente escrever em térmos de fiV = dFiV /dm ;| a forga externa por unidade
de massa. A for¢a volumétrica fica

dm dFY
FV — - [ — V -2

A gravidade é o exemplo mais importante de forca de campo e corresponde a fV = g.
A forca superficial é mais complexa e sera introduzida adiante.
A equacado do momento linear fica

/ dv | 2evi —I—V-(Q_fpvi)} :/ dvpfY + FS.
Jvey L ot Jv)

Podemos reescrever a equacao usando a notacao vetorial como

/ av M+v-(pm] :/ dVpf¥ + FS (3-3)
vy L Ot Jv

onde V - (pt¥)) é um vetor cujo componente i é V - (ptv;).

A matematica fica bastante simplificada se usarmos tensores.

pUV seria um tensor de ordem 2. O significado de ptv; é de densidade de fluxo de momento
linear na direcao i e ptv é o vetor densidade de fluxo de momento linear.

Tensores de 2a. ordem. A natureza tensorial de uma grandeza fisica é determinada pelo
seu conteddo fisico. Os tensores de 2a. ordem, como os vetores (tensores de la. ordem) e os
escalares (tensores de ordem () podem ser representados por componentes com relacdo a uma
base de versores de um sistema de coordenadas. As componentes satisfazem certas regras de
transformag&o numa rotacao de coordenadas. A Fisica estabelece que uma grandeza é um tensor
porque as componentes satisfazem certas regras de transformacao na rotagdo de coordenadas e a
Matematica diz que se uma grandeza for tensorial ela deve satisfazer estas e outras propriedades.
Aqui usaremos diferentes notacoes para designar vetores:

v1
vT=vie; = | vo
v3

Usaremos notacdes andlogas para designar tensores de ordem 2:

o T The Ths
T=eTije; = | T Toe Tog
T31 T3z T33

v é uma forma simbdlica de designar o vetor e ndo depende do sistema de coordenadas.

R nd
Analogamente T é um simbolo que designa o tensor, independente do sistema de coordenadas.
A combinacdo de dois vetores @b é chamada diade ou produto diddico.
Definimos produto escalar de um diade com um vetor ¥ (ndo comutativo) da seguinte forma:

7-(ab) = (7-@)b e (ab)-v=ab- ).
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Rotagdo do sistema de coordenadas.
Consideremos 2 sistemas de coordenadas cartesianas definidos pelos versores dos eixos (€;)

e (e},), com a mesma origem, um obtido do outro por uma rotacdo. A relagao entre os versores

deve ser da forma

3
(3-4)

o Z S
€; = €Lk = €L0k;,
k=1

onde ar; € um numero para cada par de indices k e i. Portanto, ax; pode ser considerado como
elemento de uma matriz 3X3, chamada matriz de rotacao e que designaremos por A.
Numa rotacao, os versores se mantém 3-ortogonais. Portanto

i,j — €LQki * €pQ¢j = Ok fQk;A¢5 = QkiQkj = i

— —

€ € =

Notacgoes:
e 0;;j é o simbolo de Kornecker: 6; ; =0sei# je 6;; =1sei=j.
matriz transposta de A, isto é, obtida de A trocando as linhas com as colunas

o tAéa
((*A);j = aji). "AA é o produto linha por coluna ddas matrizes 'A e A.
Da equacdo acima conclui-se que AA = 1 (matriz unidade) e portanto ‘A = A~1.

Transformagdao das componentes de um vetor.
As componentes cartesianas de um vetor sao diferentes para cada sistema de coordenadas e

devem satisfazer a relacao:
— — !/ 7
V= v€; = Ukek.

Usando (3-4) obtém-se:
Y A )
= Uiekaki = vkek

v;€;
e portanto a transformacéo das componentes cartesianas de ¥ por rotagao é
;o . I S o o
V), = Qpivi; v, =V € v; =T €. (3-5)

Transformagdo das componentes de um tensor de 2a. ordem.
O tensor de 2a. ordem é caracterizado por 9 elementos e deve satisfazer a relacdo:

A

_ > - Tt 7
T= &T;jé; = e, Tie).

Usando (3-4) obtém-se:
— - 7 7
eiTijej = eka,k,;’fijegagj

A
e portanto a transformac@o das componentes cartesianas de 1" por rotagao deve ser
’ ’ 7 53 -
— . — ! /. — 5 5,
Tk[ - akia’fjﬂja Tkz = € T €y; T%]' = €; T €.

Algumas propriedades importantes sao:

1. Todo diade é um tensor.
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2. @b # ba.
Demonstragao :

(@b)ij = é - (ab) - & = aibj # biaj = (ba)ij.
Por exemplo: ij # ji pois i - (Z;) =7 ei- (ﬁ) =0.

>

3. T -¥ é um vetor, isto é, as sua componentes se transformam como um vetor ao se efetuar
uma rotacdo do sistema de coordenadas.

Aad
T 7= 6_211136_5 . Uke_]; = ﬂje_;vkéjk = eiﬂj’l}j.

O produto escalar pode também ser obtido multiplicando as matrizes, linha por coluna

T T2 Ti3 V1 Th1v1 + Trgve + T13v3
To1r T Ths vy | = | Toiv1 + Toove + Tozvs
T31 T32 T33 V3 T31v1 + T3av2 + T33v3

4. O tensor unitario 1 é definido por

5. V- Té um vetor. V- T'= 0;(€; - Tjrejer) = 0;(Tiker).
6. V- (c,o 1) — V.
7. Todo tensor T pode ser escrito como a soma de um tensor simétrico 7% e um tensor
assimétrico T4:
1 ! S A
Ti; = §(Tij+Tji)+ E(Tz —Ty) =T; + T35

8. Teorema de Gauss

/dvv-?:/ a5 T.
VO .So

Demonstragao :

/ dVV- T= / AV &;(Ti)éi, = / dV[V - (€:T)]ér = / dS - (&Ty)éi = / d5- T+ /
JVo Vo Vo 7 So
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3.1 Viscosidade. Fluido Newtoniano

Quando for possivel considerar que camadas de fluido deslisam umas sobre outras o escoamento
é chamado laminar. Nestes casos, surgem forcas tangenciais (de cisalhamento) entre as camadas
do fluido devido a viscosidade.

Considere 2 placas paralelas de drea S afastadas por uma distancia h, uma delas parada e a
outra a velocidade v.

s

— =
MITNQ

Figura 3.2

Entre um fluido viscoso e uma superffcie sélida héd sempre forcas de coesdo, de modo que a
velocidade do fluido na superficie de contacto é a da superficie sélida. Portanto entre as placas a
velocidade do fluido vai, gradativamente de zero a v. Para manté-las neste movimento é preciso
aplicar em cada uma das placas, uma forca F', em sentidos contrarios, de médulo

F= n%s.

Experimentalmente, verifica-se que, se h for pequeno e v também 7 nao depende da veloci-
dade ou do seu gradiente. 7 é chamado coeficiente de viscosidade.
De um modo genérico, a tensao de cisalhamento numa face paralela a direcdo de escoamento
pode ser escrita
. . . ov
tensao de cisalhamento = lim F/S =n— (3-7)
S—0,h—0 on
onde n é a coordenada na dire¢do normal as linhas de escoamento.
A equagao (3-7) é conhecida como lei de viscosidade de Newton. O fluido que obedece esta
lei é um fluido newtoniano.
H&4 uma relacao mais geral entre as componentes de tensao superficial e o campo de ve-
locidade, chamada lei de Stokes para a viscosidade, para fluidos newtonianos, definidos pelas
seguintes caracteristicas:

e No fluido parado as forcas superficiais sdo normais as superficies e sdo chamadas forcas
de pressao.

e As forcas superficiais dependem somente do estado termodinamico e cinemético local.

e Ha uma relacéo linear entre a tenso superficial e a deformacao do fluido.
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3.1.1 Tensor de tensao.

. ~ — .
Definimos o tensor de tensoes o da seguinte forma:
. A e .
0;; € a forca que age sobre a superficie d.S;, normal ao eixo

- ~ - _H
coordenado z; (r; = constante), na direcao do eixo x;, por % oy,
unidade de drea. . )

. R 12
Portanto a forga sobre a superficie dS; (17 = ¢) do cubo ; _ X1
mostrado na figura 3.3 seria C oy |t
. /§3 —
dF' = dSi(o11el +o012€3 + 013€3) a
Figura 3.3

-
= dSi\ef -ojejep =dSi o .

dF; = dSyoq; seria a forca na superficie 1 = £, na direcdo j Esta forca é exercida sobre
o cubo pela vizinhanca, & direita do cubo. Uma forga andloga é exercida pelo cubo, através da
superficie £1 = 0, sdbre o fluido contiguo. Pela lei da acdo e reagéo, a forca sdbre o cubo, na
face x1 = 0 tem sentido oposto a dF . No limite £ — 0 as forcas nas faces paralelas serdo iguais
e de sentidos opostos.

O térmo de forga superficial sobre uma quantidade fixa do fluido, que aparece em (3-3), pode
ser escrito

>

FS = / 5. 5= / dVV- 7 . (3-8)
S(t) v (t)
Algumas propriedades importantes de o;; sdo deduzidas a seguir.

. Aand ’, . ’ . . rd
Propriedade 1: o é simétrico, isto é o;; = ;.

Demonstracao:
Considere um elemento cibico de fluido de lado ¢ (figura 3.3). 012 € 021 nas 4 faces perpen-
diculares ao eixo x3 exercerao um momento de forca igual a

(0'12 — 0'21)£3 =Ja

onde I é o momento de inércia do cubo e portanto I o massa x €2 « pl® e o é a aceleracdo
angular. No limite £ — 0, « s6 nao diverge se 012 = 091, ¢. q. d.

Considere agora um elemento de fluido na forma de um paralelogramo. A figura 3.4 mostra
uma secao transversal de um tal paralelogramo.

¥
C H
e ||
i (=
P o 12
¥ N \12 .
N —
11
a1
T8
Iy — B ¥
P21 Lazz
Figura 3.4

A forca que resulta das tensoes superficiais é proporcional & drea e portanto,

forca o d,
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onde d é uma dimensao linear tipica da superficie considerada. Por outro lado, a forca é a massa
vezes a aceleracdo, pela lei de Newton. A massa seria pd® e portanto

forca o pd3a,

onde a é a aceleracdo. No limite d — 0, a s6 nao diverge se a forca for nula.
Portanto, a for¢a resultante sébre o prisma ABC (metade do paralelogramo) devida as
tensdes superficiais deve ser zero.
Igualando as componentes da forga resultante na direcao do eixo 2’ e do eixo y a zero
obtemos
ohy AC — (091c080 + go9send) AB + (o11c080 + o12senf) BC = 0

by AC + (0915enf — o99c0s0) AB + (012c0sf — o115enf) BC = 0.

Tomando o prisma ABD, e usando um raciocinio andlogo obtemos

b1 AD — (091c080 + o99senf) AB + o1 BD = 0

’ 0hoAD + (o915enf) — o99c0s0) AB + o5 BD = 0.
Se AC=d=AB=dcosf; BC=dsen; AD=dcos’ e BD =d sen 6 cos 0.
Somente 3 destas equacoes sdo independentes.
As 3 primeiras equacoes ficam
ohy — (0210080 + o9osenf))cosh) + (o11cosh + oasend)send = 0,
oho + (o218en0 — o99c0sf)cosh + (o19c0s0 — oq1senfd)send = 0.
e

ohycosh — (o91c080 + aogsend) + o ;send = 0.

Estas equacoes relacionam as componentes o;; e ogj relativas aos 2 sistemas de coordenadas,

um obtido pela rotacdo do outro de um angulo 6 e sdo exatamente as regras de transformacao

A

de tensores por rotagdo do sistema de coordenadas, descritas para um tensor genérico T, pela
equagdo (3-6).

o é um tensor tipico.

Destas equacoes podemos deduzir que

1
ohy = 2019 cos 26 + 5(022 — o11) sen 26

/ /
011 +0'22 =011 + 099.

Duas conclusoes importantes sao:
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Propriedade 2: O traco de ¢ é invariante por rotacio do sistema de coorde-
nadas,

isto é,
/ _ ..
O3 = 95j
(obs: aqui o’ se refere a qualquer referencial obtido da rotag¢do do referencial original)

€ 0

Teorema 3.2 (Teorema de Pascal) A tensio em um fluido em equilibrio mecanico se reduz
d pressdao isotropica P, normal a superficie.

Demonstracao:
Nao havendo escoamento as forcas tangenciais sdo nulas. Nas expressoes deduzidas acima,
_ _ _
fazendo 012 = 075 = 0 obtemos 011 = 022 = P, c. q. d.

A forca exercida pela vizinhanca através da pressdo pode ser escrita, usando o teorema de
Gauss generalizado, como

—/ dSﬁP:—/ d§P:—/ d§-(PT):—/ dVV-(PT):—/ dVVP
So So So Vo Vo

onde 77 é a normal a superficie, em cada ponto, dirigida para fora.
Explicitando o térmo de pressao, podemos escrever o tensor das tensoes como

A

=o' —P 1. (3-9)

Observagao para a mudanga de notagao: Daqui em diante vamos considerar um sé
and

sistema referencial. ¢’ serd usado para designar um novo tensor definido pela expressao (3-9).

As tensoes superficiais 0;]- deformam (distorcem e comprimem ou expandem) um elemento
do fluido.

Stokes relacionou a tensao de cisalhamento no fluido com deformacao e a tensao normal com
compressao e descompressao, numa lei conhecida com o seu nome.

3.1.2 Distorcao de um elemento do fluido.

O escoamento de um fluido na vizinhanca de um ponto P (em 7) pode ser considerado como
composto de 3 movimentos:

e translacdo com velocidade igual & do ponto P;
e rotacdo rigida em torno de um eixo passando por P e
e movimentos de deformacgao de uma porg¢ao do fluido nesta vizinhanca.

Consideremos o ponto P, fixo na posicdo 7. A velocidade na posi¢ao 7/, na vizinhanga de
=
7 pode ser escrita, desprezando termos de 2a. ordem em 7/, como

F(r + 7) =~ F(F) + 77 - VI(F).

7V = (7 - Vi@ - v - 7). (3-10)

N —

(7 V() + Vi) - 7) +

N | —



CAPITULO 3. EQUACOES DE NAVIER-STOKES E DE EULER 28

Usando a identidade vetorial (Apéndice A)

V(@) =T-Vr 417 . Vi+7x (Vxr) 4+ x (V x 7)
obtemos
- - — — — 1
(V) -r"=047r"-Vi+0+2r" x {, onde CE§VXU

pois V atua sObre 7 e néo sObre 7.
Substituindo em (3-10) obtemos

=

- —

NG ==(r - VT+ VT 7)) =1 x .

Definimos a funcao

o 5L ,0v ,
(VU) ‘7'/: 5,18—1‘1. e

Na expressao foi usada a notacao de Einstein para somatodria. Tomando o gradiente em relacao
a varidvel r’ obtém-se

1., 0 ov; 1., [/0v,; Ovy 1/- ., Lo
Vip = 5%8—:1:2 (T;aszT9> =5 (8—1;% + T;a_q;) =3 (r’ Vi + V- 7") :

€y é o versor na direcao do eixo xy. Juntando os térmos, a velocidade na vizinhanca de 7 é escrita
como uma soma de 3 térmos:

T +7) = 5(7) + Vo +C x 7. (3-11)

¥(7) é a velocidade de translagao, igual para todos os pontos da vizinhancga (independente de 7/ ).

5 x 1 é a velocidade de rotacao com velocidade angular 5 em torno do ponto P.

Viep = %(7:; T+ VT ) ndo representa transla¢do pois varia de ponto para ponto e é nulo no
ponto P; ndo representa rotacao pois fc V- dr’ = 0, para qualquer curva C' em torno do
ponto P. Nao hé circulacao. Portanto estd relacionado com a deformacgao do elemento

de fluido.

Compressao e expansao

A equagdo de continuidade (2-3’) pode ser escrita em termos do volume por unidade de massa
y=pLl
A equacao fica

1Dy -

A razao de variacdo de volume é dada pelo divergente da velocidade.
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3.1.3 Lei de Stokes: relacao entre a tensao e a deformacao

T,

21
H
2 o ﬁ:ﬂ
"1 "1 Qt+dt)
~ ,‘51 7 1%
E@ Qx d
/{;V' /_/' X] 'fb:'
S f St
L e———
a
21 (c)
() Figura 3.5

A figura mostra dois pontos P e @ no centro de duas faces opostas de um cubo dentro do fluido.
As forgas que agem em P e @) formam um bindrio e portanto exercem um momento de for¢a (ou
torque) por unidade de drea igual a o12/. O mesmo acontece com o21/. Este conjunto de forgas
vai deformar o cubo. Durante o intervalo de tempo dt o ponto P desloca de @(7,t)dt. O ponto
@ desloca com velocidade diferente (7 + £€7,t). Usando a férmula derivada na se¢ao anterior
(sem rotagdo) obtemos a diferenga de velocidade nos pontos P e @ que vai deformar o fluido
como sendo

6U =

—
7 i+ Vi) = 2 (120 4 (T e
2\ Or1

1
2
A figura 3.5(c) mostra as novas posicoes dos pontos P(t + 6t) e P(t + 6t) e o angulo df de
deformacdo (descontada a rotacdo). A razdo de deformacdo serd, portanto

df _dvy 1 [0vy On
dt = ¢ T 2\0r  Ozp)’
Stokes considerou que, uma relacdo aproximada, entre a tensao de cisalhamento e a defor-

magcéo seria oy =7 (g__zi + %) ‘

Admitindo-se a isotropia no fluido teriamos

Ov;  Ovj
r i ' . .
o =1 (0.1?]- + 8T1> para i # j.

Esta relagdo pode ser obtida de uma forma mais intuitiva, assumindo que, o}; é uma combi-

- ~ . L =
nacao linear de dv;/0x; e Ov;/0x;, que se anula no caso de uma rota¢do uniforme 7=  x 7.

A tensdo normal of; faz mudar a distancia PQ, nao s6 distorcendo mas comprimindo ou

fazendo expandir o elemento de fluido. A dependéncia com o térmo de distor¢ao
(5’01 _ 1 61)1 + 61)1
4 B 2 8.’1)1 8.7:1

nao é necessariamente igual & dependéncia com a variagao relativa do volume dada por V - 7 (3-

12).
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Portanto uma expressao mais geral para o tensor seria

ov;  Ov; Oy,
I = PO ks,
i =1 <8mj + 87:7) + oxy,

onde b é uma constante. A forma equivalente, mais conveniente, é

Oov; Ov; 2 0v Ovg,
I ] _Z2Y"R o . RS _
7 =1 (amj or; 307 ‘5”> + g (3-13)

1 e ¢ sao os coeficientes de viscosidade.
Esta relacao é conhecida como lei de Stokes.

O termo contendo 7 tem traco nulo.
Quando o fluido for incompressivel (V-4 = 0), sé sobra éste térmo. Este térmo corresponde

a deformacao sem variacao de volume.
A

uando o fluido for incompressivel o traco de ¢’ é nulo. Usando (3-9) verificamos que
p G q

1 1 o
P=—-0;= —§(Trag0 de o).

3

E bom observar que, num fluido em movimento 011, 092 € 033 nao sdo necessariamente iguais.

3.2 Equacoes de Navier-Stokes e de Euler.

Usando (3-8) em (3-3) obtemos
/ v [a(m’) —I—V'(pﬁ'ﬁ)} :/ deJWJr/ dvv- o .
Vi(t) V(t)

Esta equacéo é vélida para qualquer volume V() e portanto a relacdo de igualdade deve

valer para as funcoes integrandas, ou seja,

a(aptv) + V- (pov) = Pf_‘} +V-o. (Equagao de Navier-Stokes) (3-14)

Esta é a equacao fundamental da hidrodinamica, ou , a equacao do momento linear e é conhecida
pelo nome dos autores Navier e Stokes. Também aparece escrita como

% + V- I= pfV. (3-14)

A d

IT é o tensor densidade de fluxo de momento linear.

= pii— o= piv— o' +P 1 (3-15)

ov; Ov; 20v Ovy,
e J _ZZ"Rs.. Yk ¢
7ij =1 (amj t on  3om 5”) 0 B

A equacdo (3-14) pode ser reescrita, usando a equacao de continuidade (2-3) e as relagoes

vetoriais
-V = (vXﬁ)xm%w?,
opv)  0()  9p) .
ot~ "ot Tar !

e V-(pot) = (V- (p0))V+ pt- V¥
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como
o(ptv .
WD v (i) = (3.147)
o .\ Di
/)(E-Fv-Vv) =rp; =
o0v 1 <
p<0—:+(Vxﬁ’) X U+ §Vv2> = pf_‘}—VP+V. o
onde V- o'=nV27+ (44 () V(V - ).
Na forma integral a equacao fica
d —
2 aver = / avpf’ - / 4510 (3-16)
dt Jy, vy Js,

_ /deJWJr/ d?(?—pm)—/ i5 P
JVo JSo 4 So
_ /VOdef?-F(/SO(d?-nvﬁ—i—d?(g—I—C)V'U—d?-pﬁﬁ—d?P).

Fluido incompressivel (V - 7 = 0).

SeV. .7 = g%’z = 0, o tensor de cisalhamento fica a;j =7 (g—;’; + g_ZJZ) e, portanto
H 9 0 0v; (%k
V0= 5O R = : & =nV(V - 0) + V27 = nV20,
(o2 8:(;‘1 Uzk €L 8'1,’177 <6Tk + 8’1)1 €L n ( U) —+ 7 v n 2
A equagao (3-14”7), fica
Dv
"Dt = VP + V2T + pf7
que pode ser escrita
D# VP B
D=, TV 7. (3-17)

onde v = n/p é conhecido como viscosidade cinemdtica. A equagdo depende de um tnico
coeficiente de viscosidade.
A forma integral da equacéo é

d
- dv7’:/ de?—/ d?-pﬁﬁ—/ d?’PJrn/ dS - V. (3-18)
dt Vo Vo So So So
onde J = pu.
Do ponto de vista cinemético, o que caracteriza o escoamento é v, conforme sera visto na
secdo (3.6). Alguns valores de 7 e v a 15°C e a 1 atm sio mostrados na tabela:

n(g/s em) | v(em?/s)

ar 0.000178 0.145
agua 0.0114 0.0114
mercurio 0.0158 0.00116

6leo de oliva 0.99 1.08
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A viscosidade cinemética do éleo de oliva é muito mais alta que do ar e a do ar, muito mais
alta que da dgua ou mercurio. Isto significa que a viscosidade do ar é considerdvel em certas
situacoes.

A viscosidade é altamente dependente da temperatura.

A velocidade de escoamento é obtida resolvendo-se a equacao de Navier-Stokes com certas
condi¢oes de contorno.

A equacdo para um fluido homogéneo, incompressi’vel e ndo viscoso é chamada equagao de
Euler. Ela é também, vilida para fluidos compressfveis eé

p<%+a.w> :p<%+(VX5)XU+ %Vﬁ) — VP +pf". (3-19)

(Equagao de Euler)

3.3 Condicoes de contorno

Fluido-sdlido

A velocidade do fluido, normal & superficie de separagao seria igual a do sélido pois ndo hd
interpenetracao de matéria:

W =T8T (3-20)

O indice F se refere a fluido e S a sélido.

Se a viscosidade do fluido fosse nula, a velocidade tangencial poderia ter qualquer valor.

Entre um fluido viscoso e uma superficie s6lida h4 forcas de coesao, de modo que a velocidade
tangencial do fluido na interface também é a mesma que a da superffcie sélida. Portanto

77 = T3 (3-21)

A forga superficial que age sobre o fluido é — [ S dS P+ J So dS- o , onde ds é dirigido
para fora do fluido. Portanto a forca que o fluido exerce sébre o sélido é

F=+ d?P—n/ i5- o (3-22)

So SO

onde d S é dirigido para fora do fluido.

Fluido-fluido

Na interface entre dois fluidos ndo misciveis deve haver continuidade nos valores das velocidades:

T_ 73

v ="

Os indices 1 e 2 se referem a cada um dos fluidos.
Considere, na superficie de separacao de dois fluidos, um
cilindro de eixo normal & superficie, com &drea de secao
normal dS e altura h arbitrariamente pequena (formato
de uma pilula). Aplicando a lei de Newton neste cilindro
e o teorema de Gauss

7dS ha~dVV- o~ dS i o? —dS ii- o',
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onde p é a densidade média dentro do cilindro e a é a aceleracao do cilindro.
No caso de fluidos incompressiveis seria

5dShardVV- G~ —dS i (PP~ PY) +dS - (#vﬁ _ nlv?) .

A forga na superficie lateral se torna desprezivel quando h — 0. No limite h — 0, o segundo
membro da igualdade deve ser zero para que a aceleracao nao se torne infinita.
Portanto, a forca superficial deve ser a mesma nos dois lados da superficie:

i - <02 — 0—1> = AP P-PHYy+ 7. (0—’2 — a’1> = (3-24)
no caso geral e
-
_#(P*—P') 47 (nQV? —7'VoT) =0 (3-25)

para dois fluidos incompressiveis.

3.4 Escoamentos laminares unidirecionais

Vamos analisar alguns problemas simples de escoamentos viscosos laminares. Em geral, o térmo
laminar é usado para designar fluidos ndo turbulentos. Aqui é usado no sentido mais restrito de
escoamento em que se formam laminas de fluido com mesma velocidade, de espessura uniforme
e bordas fixas.

3.4.1 Escoamentos incompressiveis retilineos

Escoamento em uma direcdo z significa v = vy1.
Nesse caso, as equagoes do movimento podem ser resolvidas de forma relativamente simples.
Da equagdo de continuidade para um fluido incompressivel (V - 7 = () obtemos

Vi=—=0 = vy=uvz(y,21t).

Tomemos o eixo y na vertical, para cima.
Considerando como for¢a externa somente a gravidade, a equacao de Navier-Stokes (3-17)
fiea Dv VP
v 2 =2
— =—— 4+ vV —gj.
Di P + 97

Por outro lado, como

D = o o
D_Q;:%vaﬁ: <% v %>i:%i,

nas direcoes cartesianas, obtemos

o) 19P 2
Gt = —por tVVUa,
1 9P
0 = —;a——g (&
0 =_1ar

- poz

e Da 1ltima equacdo concluimos que P é independente de z.
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e Da 2a. equagao segue que
P = —pgy — pa,

onde « é constante de integracgdo, independente de y e z; pode ser funcdo de x e/ou t.

e A la. equagao fica

Ovy 0%v, 4 0%v,, 10P O«
— UV = ——— = —
ot 0y? 022 pOr Ox
O lo. membro da equacdo, independente de z, é igual ao 20. membro que independe

de y e z. Portanto, cada um dos membros deve ser independente de x,y e z, ou seja, sé
depende de t.

da _ Py(t)
%—ﬂ(t) = a=p8(t)r - '

Py(t) é a constante de integragao em zx.

O escoamento deve satisfazer as equagoes

P=—pgy—pBt)z+ Po(t); Blt)=—-——-7= e

Ovy 0%vy 0%,
ot _”<ay2 t o2 ) = B().

A equagéo da velocidade é do mesmo tipo que a da difusdo de calor no plano yz.

Exemplo 3.1 (Escoamento de Couette) F o escoa-
mento estaciondrio (grandezas fisicas na0 variam com t),

d pressao constante, entre duas placas paralelas, infinitas, v, 7
uma parada e a outra puzada com velocidade constante vg. T —
. . . d[——+
Assume-se que a distancia d entre as placas € pequena, de J, A
. . ~ . ﬁ/
modo que o efeito da gravidade nao vai ser relevante e a d s

pressao pode ser considerada uniforme.

O problema tem uma simetria por transla¢ao na dire¢ao do eixo z. Tal translagdo equivaleria
a mudar de variavel: z — z + £; as condigoes de contorno e a equagao diferencial para vy
permanecem inalteradas. Devido a esta simetria v, nao vai depender de z e a equac¢ao vai ser

d?v,
—Vd—y2 = 0

A solugdo desta equagdo que satisfaz as condigdes de contorno

v2(0)=0 e wvz(d) =19

LN

(0]
Vy = Ey

Para se manter o movimento € preciso fizar a placa inferior e aplicar na placa superior uma
forga, em cada elemento de superficie, dada por

dF =dS- o' —dSP.
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Ignorando a componente normal e fazendo dS =dzr dz j ficamos com

— - =2 7 - 8 x a 3
dFy = dx dz (U;ml —i—a?’/yj + U;Zk> =dx dz U;sz =dxdzn < ;yT + %)  =dx dz 1

Portanto a for¢a por unidade de superf’icie deve ser

dvy, g

Tay T a
Exemplo 3.2 Escoamento estacionario entre 2 placas paralelas paradas

Consideremos as placas infinitas separadas por uma dis-
tancia d, em y = £d/2. O escoamento é mantido por um

gradiente constante de pressao y
oP dP =
— =—=—pp. —
or ~ar = " E —,
Devido a simetria a equagao de v, vai ser l — *
=
d?v, — 5= 1dP
dy? " pds’

A solugdo desta equagdo que satisfaz as condigoes de contorno

LN

dP\ 1 [d*
Vp=|——] ——— .
* dr ) 2n \ 4
A pressao vai diminuindo ao longo do escoamento.

Exemplo 3.3 (Escoamento de Poiseuille) £ o es-
coamento laminar de um fluido, dentro de um tubo in-
finito de secao circular de raio a. O escoamento, para ser
mantido estaciondrio, requer um gradiente constante de

pressao
oP dP 3 _
or dr PP — a/];
—
A equagdo de v, vai ser == ____| .
—
1dP S
V==~ L

Devido a simetria azial do problema, € conveniente usar coordenadas cilindricas r, @, .
Como

»_10 0 10 &
=ror or r2 0p? = 0x?’

obtemos

1d dvy dP

rdr dr  dz’
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vy € a solugdo regular desta equagdo que satisfaz a condigdo

vg(a) =0
Portanto 1 4P
_ - 2 2
Vg Ty dz (r a )

O perfil da velocidade € uma pardbola
O fluzo (através de uma seg¢ao transversal dS = rdrdyi) € obtido calculando a integral:

Q = /pﬁ-dﬁ

a 27
= / rdrpvy / dp
Jo Jo

a
= g—ﬁj—P rdr (r2 — (1/2)
naxr Jo

dpP
_ prar a4

8y dxr

Esta expressao € conhecida como formula de Poiseuille ou Hagen-Poiseuille. O fluxo €
proporcional ao gradiente da pressao, o que € intuitivo. Para um gradiente firo de pressdo, o
fluro € inversamente proporcional ao coeficiente de viscosidade.

O tubo € puzado pela correnteza por uma forca. A forca sébre um pedago de cilindro de
altura Ax e se¢des transversais So e S1 vale

F = —/dV(V-a’—VP)
14

- / (—d§- o' +d§P>+ / (—d§- o' +d§P>+ / <—d§- o’ +d§P>,
J S JSo J St

onde Sy € a superficie lateral do cilindro.

7 = vyi ndo depende de x, portanto é a mesma nas superficies S1 e So. Consequentemente o’
€ igual em S1 e So. Portanto, das integrais nas superficies S1 e Sy s6 sobram as forgas devidas
a diferenca de pressao:

/ dSP— [ dSP = /7“ dr dgi(Py — Py) = ma? <—A:B> i.
Sa Sy dx

O fluido ndo € acelerado e portanto a forca resultante deve ser nula. A forgca com que o tubo
€ puzado pela correnteza deve ser igual a for¢a de pressao mecessdria para manter o escoamento,
que €, por unidade de comprimento:

.l
dr

A for¢a do fluido no tubo pode ser calculada diretamente pela expressdao

ﬁ:_/dga.
Js,

O elemento de drea € na dire¢ao radial (versor €;): dS = dSé, = rdpdzé,.
O cdlculo pode ser feito escrevendo todas as exrpressdes em térmos de coordenadas cartesianas
ou em térmos de coordenadas cilindricas.
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Exemplo 3.4 (Escoamento num canal aberto)
Suponha uma placa inclinada de wm angulo 8 em relagao
a horizontal, coberta por uma camada de espessura d de
um fluido. A face livre do fluido estd em contacto com
a atmosfera, a pressao Py. O fluido escorre em regime
estaciondrio sob a a¢do da gravidade. As equagdes que
descrevem o escoamento devem ser

1dP
P = —pgcosty — pBr+ Fy;  f=———
p dzx

n d*vy p_ LdP

- = no — ——.

p dy? p dx

Para y =0, a velocidade deve ser nula: v;(0) = 0.
Na face livre, a forca devida a tensdo superficial deve ser a mesma nos dois lados e portanto

- - &
(15)  =(27)
fluido atmosfera

Portanto, para y = d

(0 du _ de
Oyz = 7 Oy O _ndy_ ’

Oy = —P=-PF, e

oy. = 0.
Aplicando a condicao sébre P temos
P, = —pgcosfd — pfBx + Po.

Esta relagdo sé € vdlida se f = 0. A solugdo da equagdo da velocidade com as condigdes

duy

dy =0

v:(0) =0 e

LN

B 2
vz (y) = %senﬂ (% — dy) .

3.4.2 Escoamentos incompressiveis circulares

Consideremos um fluido em movimento horizontal circular em torno de um eixo infinito (verti-
cal), isto é, ¥ = v,€g, em coordenadas cilindricas, onde €5 é o versor na direcdo azimutal.
Da equacao de continuidade para um fluido incompressivel obtemos

Vii==-—==0 = v, =u,(rz1).

Considerando como forca externa somente a gravidade, a equacao de Navier-Stokes (3-17)
fica

Dv VP

Dt
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Por outro lado,
Dy 00 , __. Ov,_, v
Do UV T

1
V2 (vpeg) = + <V2U<p - 72%) ep-

Vamos discutir o caso em que o efeito da gravidade nao é importante.
A equacdo de Navier-Stokes fica:

% __ 1oP
T p or
v, 1 0P 9 1
W = _[)TagD—I_V(v U‘P_TQUSO)
10P
0 —_— _;E.

e Da ultima equacgado segue que P é independente de z.

e A 2a. equagao fica

%Lf —v (V2U<p — lv(p> = _i@_P = lﬂ.

38

Como o lo. membro nao depende de ¢, G deve ser independente de ¢ e podemos escrever

P =—pBp—py(r,t).
e Usando esta expressao na la. equacao, concluimos que

— /3 ndo pode depender de r: = [(t) e

— v, ndo pode depender de z: vy, = vy(r, t).

Exemplo 3.5 (Escoamento circular de Couette) Um cilindro infinito de raio a estd en-
caizado dentro de um tubo dco, concéntrico, de raio b, b > a. No vdo hd um fluido viscoso. O

cilindro interno estd parado e o tubo externo estd em movimento de rotagdo constante (velocidade

angular w). Em regime estaciondrio, o sistema apresenta simetria azimutal e OP/dp = 0.

A velocidade de escoamento satisfaz a

1 d? 1d
—V(VQUQO_T—QU@):O = v¢+_&_v_¢:0

€ a pressao por

Pode-se verificar que a solugao geral da equagao da velocidade €

C1
Vp = - + cor,

onde c1 e ¢y sdo constantes.
As condigoes de contorno devem ser

vp(a) =0 e v, (b) = Qb.

Portanto a solugao fica

A pressdo € obtida com uma simples integragdo.
O movimento € mantido por um torque.
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3.5 Atmosfera terrestre

No campo gravitacional terrestre, num referencial inercial, a forca volumétrica por unidade de

massa fV seria simplesmente g.
No campo gravitacional terrestre, num referencial que gira com a Terra (ndo inercial) seria

7 somada 2 forca centrifuga e a de Coriolis (1-9)
FVr=G+ 0% — 20 x 15 = Gy — 20 x 75
O térmo de Coriolis é dado por (1-10)

90 x g = (292 sen A vy — 202 cos Av;) i—2Q sen A UIJ—I- 2Q) cos A UIE,

onde A\ ¢ a latitude, contada positivamente para o norte; 7 é o versor nesta direcdo e k é o versor

na vertical, para cima.
O indice Q em ¥ serd omitido; a velocidade ¥ se referird & velocidade medida no referencial

da superficie terrestre.
Na atmosfera, em geral, o movimento é horizontal e portanto

2Q sen A vy > 2€) cos A v,.
Como Q = 27/1 dia = 27/(86400s) ~ 107457 e v é < 100km/h ~ 30ms—1,
2Q) cos A v, < g e outros térmos na equacao de Navier-Stokes, na vertical.

Com estas aproximagOes a componente predominante da for¢a de Coriolis é a devida a
componente vertical local da velocidade angular de rotacdo da Terra. Assim,

— — —
~ T — >
f Coriolis = —2 §Y yert X U, Q pert = () sen A€,

A equacdo de Navier-Stokes fica

Ovy Du, 1P 100
— _‘- r = . —_ - 24 2Q A
( ot +v Vv,,) Dt p Ox + p Oxy, +aisen Ay
o, Dv, 18P 10a},
( ot +v Vvy> Dt >0y + > Dk sen A v
3Uz+_, v Dv, 18P+180,’CZ+
V- VUy = =——F5_ T e
ot Dt p 0z  p Oxg Jef
ou
Dy VP 1_ <  _ — -
D = P + pV- 0 +Gef —2Q pert X U, (3-26)
1_ 7 1
V.o = vwW+v (— + £> V(V - 7).
p 3.7

f =20 sen A é chamado de parametro de Coriolis.

3.6 Equacoes adimensionais de Navier-Stokes

Num problema de escoamento queremos determinar certas varidveis (velocidade, pressdo...) em
térmos de outras varidveis (independentes), resolvendo as equagoes de conservacao de massa
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(continuidade), de momento linear (de Navier-Stokes), de energia e outras relacionadas aos
processos termodinamicos envolvidos, observando as condi¢oes iniciais e as de contorno.

H& um princfpio da escala que diz que as equacdes e as condicoes iniciais e de contorno podem
ser escritas em térmos de varidveis adimensionais, e as solucoes podem depender de todas as
constantes adimensionais formadas com os parametros caracteristicos do problema.

Isto provém do fato de que leis fisicas nao podem depender de escolhas de sistemas de
unidades.

Se o problema contiver, por exemplo, um comprimento caracteristico fo, o vetor de posicao
7 pode ser dividido por £y para formar a nova varidvel independente, adimensional =7 /lo.

A escala de comprimento relevante é, em geral, bastante ébvio.

Por exemplo, o raio de um tubo cilindrico dentro do qual escoa um Hquido, ou o raio de uma
esfera imersa num fluido.

As vezes nao é tao evidente.

As vezes h§ vérias opcoes de escolha de escala.

Exemplo 3.6 (Esfera imersa num fluido) Considere um liguido uniforme, que escoa com
velocidade vy e encontra uma esfera sdlida de raio a. Em coordenadas polares esféricas (1,6, @),
as componentes da velocidade nao nulas sdo v, e vg, se houver simetria azimutal. Cada uma
delas, depende das varidveis

r,0,t,v,vg e a.

Duas grandezas caracteristicas déste escoamento sao vy e a; estas podem ser consideradas es-
calas fundamentais do sistema. Podemos escrever todas as variaveis numa forma adimensional,
usando unidades formadas com estas grandezas. As unidades de velocidade e de comprimento
seriam vy € a, respectivamente, e portanto a velocidade e o comprimento adimensionais ficariam

(v, v),) = <ﬁ U—(p> e r'=

vy Vo

ST

Uma escolha obvia para a unidade de tempo seria

A solugao ainda deve depender da viscosidade, numa forma adimensional: V' = v/uvy.
A dimensao de v € [v] = L?T~!. Portanto devemos tomar

2 -
%)

ol = |vget]:
’T = (LTY IF = [t

j=1ek =1 €solugcao, ou seja, vy = vga. O escoamento depende da constante adimensional

(/) <l> s % = Re. (3-27)

o
O nimero Re é chamado nimero de Reynolds e o seu valor determina o tipo de escoamento.
Cada uma das componentes (vy,vg) da velocidade sao da forma

(%

v = =f(r',0,t',Re) ; v = Z.
a

’U()_
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Conforme o regime de escoamento ainda pode haver uma dependencia com a velocidade do
som (pressao e densidade).

Como by = v /vy tem também dimensao de comprimento, uma outra escolha de escala poderia
ser

v a v
ly=— e 1p=— ou 9= .
v Vg Vg

Ly € uma escala de comprimento relacionada a viscosidade e Re = a/t,,.
Conforme o problema uma das opgdes deve ser mais apropriada.

3.6.1 Analise Dimensional.

Segundo o principio da andlise dimensional, as equactes e todas as relacoes funcionais devem
ser dimensionalmente homogéneas.
Um teorema importante sobre andlise dimensional é

Teorema 3.3 (Teorema 7) Se uma varidvel depende de n parametros independentes, ela pode
ser escrita numa forma adimensional como uma fungdo de parametros adimensionais e
“niumero déstes parametros adimensionais independentes =
numero original de parametros independentes
(-) miumero de grandezas dimensionalmente independentes.”

Definigao: Grandezas {A, B,C, D} sao ditas dimensionalmente independentes se nao for
possfvel combinar da forma A*B°C°D?, a,b,c e d ntmeros quaisquer, de modo a ser adimen-
sional, isto é, [A4]*[B°[C]°[D]¢ = 1.

No contexto da dindmica de fluidos, 4 grandezas dimensionalmente independentes sdo rele-
vantes: massa, comprimento, tempo e temperatura. Ao invés destas, outras grandezas derivadas
destas, de dimensoes diferentes, podem ser mais significativas num problema. De qualquer forma,
0 nimero maximo é 4.

Corolario 3.1 Uma equagdo que representa uma lei fisica, envolvendo n parametros dimen-
stonais ou mao dos quais m sao grandezas dimensionalmente independentes, pode ser numa
forma adimensional em térmos de n — m pardmetros adimensionais.

No exemplo 3.6, o niimero original de pardmetros dimensionais é 6 (r, 6, t, v, v, a) e 0 nimero
de grandezas dimensionalmente independentes é 2 (a,vg). Portanto, pelo teorema, v deve
depender de 4 parametros independentes adimensionais: v' = f(r/,0,t', Re).

Exemplo 3.7 (Péndulo Simples) O periodo T de um péndulo simples deve depender, pelo
menos em principio, do comprimento (¢), da massa (m) e da aceleragio da gravidade (g) e
portanto de 8 parametros independentes. Hd 3 unidades dimensionais fundamentais: m, g e £.
Portanto o periodo na forma adimensional deve ser uma constante, independente de qualquer
grandeza caracteristica do péndulo: T/Ty = C = constante. Ty seria a escala de tempo, obtida
de uma combina¢do complexra de m,g. e .

To = m®g°¢°.
[To] = M*(LT~2)°L¢
Tl — M(J,Lb—}—CTbe
e portanto a = 0; b= —c eb=—1/2. A solugao seria Ty = \/4/g.
O periodo seria
T =CTy = C\/ig

onde C deve ser um miimero adimensional, igual para todos os péndulos.



CAPITULO 3. EQUACOES DE NAVIER-STOKES E DE EULER 42

Exemplo 3.8 (Péndulo Fisico) Considere um péndulo construido com uma bola de massa m
e raio R pendurado por um fio, de modo que a distancia do centro da esfera ao ponto de suspendo
seja £. O periodo T deve depender, pelo menos em principio, do comprimento (¢), do raio R
além da massa (m) e da acelera¢ao da gravidade (g) e portanto de 4 parametros independentes.
Hd 3 unidades dimensionais fundamentais: m, g e £. Portanto o periodo na forma adimensional
deve depender de uma grandeza caracteristica adimensional do péndulo: T /Ty # constante.
Uma forma de escrever £, R,m e g de forma adimensional é tomar £,m e Ty = \/ﬁ/_g como
grandezas dimensionalmente independentes relevantes e portanto as unidades de medida. R seria

substituida por R/¢. Pode-se escrever entdo:

T/Ty = f(R/f) — T = \/gf(R/f)-

1 /s 2 /R\?
T=—=/1+2(=]) .
27?\/; +5<K>

Quando sdo conhecidas as equacbes que governam o comportamento de um sistema a analise

A expressdo exata €

dimensional leva a estruturas especiais chamadas similares.

O sistema fisico real chamamos de PROTOTIPO.

3.6.2 Similaridade geométrica

Um modelo é dito geomeétricamente similar a um protétipo se a razao entre uma dimensio
qualquer do modelo e a dimensao correspondente do protétipo tem sempre o mesmo valor,
chamado fator de escala. As vezes hd mais de um fator de escala.

3.6.3 Similaridade dinamica

Quando o sistema fisico é descrito por equagoes e condicoes iniciais e/ou de contorno estas podem
ser escritas em térmos de varidveis e constantes adimensionais. As constantes adimensionais,
que aparecem como coeficientes nas equagoes, indicam a importancia relativa do térmo.

E preciso tomar um cuidado especial na escolha de grandezas caracteristicas. Por exemplo,
num fluido, a diferenca de pressao é mais significativa que a pressao absoluta; a velocidade
relativa é significativa mas ndo a velocidade absoluta.

Diz-se que dois processos sao dinamicamente similares se forem descritos pelas mesmas
equagOes matemadticas na forma adimensional. Os parametros adimensionais caracteristicos
devem ter os mesmos valores.

Se as equagdes ndo contiverem nenhum coeficiente dependente das caracteristicas do sistema
entao se diz que as solugoes sao auto-similares.

Exemplo 3.9 (Difusao de calor) Considere duas paredes paralelas uma a 0°C e a outra a
10°C. A distincia entre elas € d e a temperatura (1) do ar entre elas € solugio da equagdo de
difusdo de calor

or

cpa = KV?r,

onde ¢ € o calor especifico (em cal/q), p € a densidade e K a condutividade térmica. Como deve
ser a equagdo adimensional e a forma funcional de 7%
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Como todos os membros de uma equagao devem ter a mesma dimensdo,

3 [5] - 7)

Como
[Vir] = TL? e
or 1
—| = Tt
| -
onde T € a dimensao de temperatura e t a dimensao do tempo,
CP} -2
—| =tL™*.
b
A constante
K
=2

€ conhecida como coeficiente de difusdo de calor.
Dois parametros caracteristicos do problema sdo d e 19. Qutro parametro dimensionalmente

independente seria
d?/D = d%cp/K =t

que tem dimensao de tempo.
Definindo as novas varidveis adimensionais em térmos déstes parametros dimensionalmente
independentes teremos

-
/

=7/T0; T

7ld e t =t/to=t(d*/D) .

A equacdo de difusdo pode ser escrita

or'
- = v
ot
onde V%1 € o laplaciano calculado em relagdo ds novas coordenadas adimensionais.
A equacgdo fica auto-similar.

3.6.4 Equacoes adimensionais de Navier-Stokes

Devemos analisar a equacao de Navier-Stokes 3-14 escrita na forma

o 1 P
%+(Vxﬁ)xﬁ+§V02:F—%+uV2ﬁ+ <K+%>V(V.U) (3-28)

e a equacao de continuidade 2-3

dp
= + V- (p?)
ot
Na equacao de Navier-Stokes, o primeiro membro representa a aceleracao de um elemento
do fluido e o segundo membro contém as contribuictes de diferentes forcas para esta aceleracao.

Normalmente, na Mecénica, tomamos como escalas fundamentais, as unidades padrées de

Dp L
—E-F/)V'U—O.

comprimento, tempo e massa, que nao tém nenhuma relagao com o problema particular tratado.
Por exemplo: metro, segundo e quilograma.
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No escoamento de um fluido sdo relevantes, alguns valores caracteristicos de velocidade,
densidade e comprimento:

Vo, PO € EO?
respectivamente.
Estas 3 grandezas sao dimensionalmente independentes e ndo ha mais nenhuma outra (em
Mecénica).

Podemos tomar, portanto, como unidades fundamentais vg, pg e £y e escrever todas as outras
grandezas em termos destas. Definimos a unidade de tempo e a de pressdao como

to = Eo/vo
Po = [)01)8

A aceleracdo seria medida em unidades de vo/tg = v3 /4o.
Definindo as varidveis adimensionais como f' = f/ fo, obtém-se a equagdo adimensional
dividindo 3-28 pela escala de aceleracio vZ//p.

A -7

Dv _ dv 4 1o p

= = i+ (V) x 45V (3-29)
B 307 Vv'P 1 27 1 C P 4
= g |V (55 V)

onde Re = vply/v é o nimero de Reynolds.
A equacao de continuidade fica

1 Dy’

Sy V=0

Questao da compressibilidade

Todos os corpos sdo Compressiveis7 alguns mais, outros menos. A compressibilidade esta rela-
cionada com a velocidade de propagaciio do som ¢ = (DP/Dp)Y/?. Alta compressibilidade
corresponde a velocidade baixa de propagacao do som.

Podemos escrever

1Dp 1DpDP 1 DP

pDt  pDP Dt  pc2 Dt~
Em térmos das varidveis adimensionais podemos escrever

1DY) 11Dp 1 1DP Py 1DP _ _,1DP

J D topDt  top2 Dt poc2p DY g Dt

onde

y=Y Py/po v

Cs Cs

é conhecido como niimero de Mach.
O numero de Mach estd relacionado com a compressao no escoamento.
Se o fluido tiver densidade razoavelmente continua podemos dizer que

/!
‘D” ~ |V'p| =~ M?|V'P'|.

D't
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Consideremos o caso em que M << 1. Teremos

V'P’ P’
V' << |[V'P| e .. p,:%v(;);
od - [1e||1oe|
p/ DV ||p Dt

Na equacdo 3-29 os térmos que contém V' - v’ ou qualquer derivada de p’ sdo despreziveis
comparados com outros térmos. Portanto a equacao é a mesma que de fluidos incompressiveis,
isto é

7 /
v v/ 7 7 1V/ ”_ by 77 v/ ! 1 v2 7
8ﬂ+< X“>X“+§ ”‘mﬂ’_ 7)) TR

Questao da viscosidade

A importancia do térmo de forca viscosa é determinada pelo valor do nimero de Reynolds Se a
viscosidade é grande Re é pequeno; o térmo da forca viscosa é importante na equacao da veloci-
dade e quando surgem pequenas perturbacdes nas interfaces com sdélidos elas sdo amortecidas.

Para Re pequeno, o fluxo é laminar (figura a).

Quando a viscosidade é muito pequena, Re >> 1, o térmo de viscosidade na equacao de
Navier-Stokes é muito menor que o térmo de inércia. A primeira vista, temos a impressao de que
podemos simplesmente esquecer o efeito da forga viscosa e trabalhar com a equacao, de Euler,
para fluidos néo viscosos:

@—I—(Vxﬁ)xﬁ—l—le}Q:?——.
ot 2 p

Os valores da viscosidade cinemadtica da dgua e do ar sao muito baixos a temperatura am-
biente de modo que quase todos os movimentos de fluidos encontrados na natureza apresentam
numeros de Reynolds muito altos. Poder-se-ia esperar que a equacao de Fuler fosse da mais vasta
aplicabilidade. No entanto, ela ndo explica alguns dos fenémenos mais corriqueiros observados
no dia a dia.

Para valores altos de Re surge a chamada camada limite (“boundary layer”) atrds de corpos
sé6lidos imersos num fluido em movimento, onde se formam pequenos vértices (figura b). Nesse
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estdgio o regime é estacionario.

Fluxo transversal em torno de um cilindro parado

(&) Re=1 (b) 6<Re 241

(&) Re=100 (@ Re>10°

Fora destas camadas o escoamento é laminar.

Para velocidades maiores, a camada limite, inicialmente colada no objeto sélido, se rompe e
vortices escapam formando uma esteira (esteira de von Karman) (figura c¢). O escoamento
deixa de ser estaciondrio apesar de manter uma certa periodicidade.

Para Re muito grande, o escoamento na regido atrds do obstdculo fica totalmente cadtico.
A turbuléncia se mantém estacionéria e a camada limite fica fina e semi-infinita (figura d).

Da equacdo de Euler resulta a conservacao de vorticidade. Um escoamento laminar nao
deveria se tornar turbulento, a nao ser que ajam forcas externas nao conservativas.

Na realidade, certas instabilidades ocorrem; e, as perturbacoes ndo sé ndo sdo amortecidas
como podem crescer e o escoamento pode se tornar completamente instavel e turbulento.

Um fluido hipotético ideal, de viscosidade zero, tem comportamento totalmente diferente de
um fluido de viscosidade pequena mas nao nula.

Este assunto é discutido amplamente nas referéncias [2,4,5,7,8,09, 3.

Na realidade, o térmo da viscosidade ndo pode ser eliminado porque V27 cresce muito devido
a turbuléncia.

A equacao de Navier-Stokes é vélida para escoamentos laminares com coeficientes de viscosi-
dade constantes.

Reynolds sugeriu que, para fluidos turbulentos, a equacao pudesse ser usada para as ve-
locidades instantaneas e locais. Do ponto de vista pratico, estas equacoes nao teriam validade
imediata pois somente velocidades médias poderiam ser medidas experimentalmente. Seria entdo
necessario escrever as equacoes para as velocidades instantaneas e depois tomar os valores médios.

Em fluidos altamente turbulentos é possfvel assumir que o transporte de momento por movi-
mentos turbulentos do fluido ocorre de forma semelhante ao transporte por moléculas e usar
coeficientes locais de viscosidade turbulenta (“eddy viscosity”) n, e (; e obter uma equagao
similar a equacao de Navier—Stokes para a velocidade média. A complicacdo que surge é a nio
uniformidade déstes coeficientes.

Exemplo 3.10 Se um vento sopra a 36km/h,, na regido de latitude X = 45°, que distincia deve
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percorrer para que o efeito da for¢ca de Coriolis se faga sentir?

A densidade do ar é =~ 1, 23kg/m3; a viscosidade cinemdtica no regime laminar € = 1,45 X 10’5m2/s
e no regime turbulento é ~ 20m?/s.

Na atmosfera

Na equagdo de Navier-Stokes adimensional aparece multiplicado por £o/ 0(2) e portanto

by — L 1
——gQQveﬁ x T = —290 sen A € X 17 = —¢,; X 17
v g Ro

Ro = 0p29) sen A\/vg € chamado nimero de Rossby e determina a importancia ou nao da
forca de Coriolis.

O térmo da for¢a de Coriolis na equac¢ao de Navier-Stokes é da ordem de 1/Ro.

Se Ro <1 o seu efeito € considerdvel, e portanto para by < vo/2QsenA.

Como Q) = 2 /1dia = 27/ (86400s) ~ 10~4s~1, £y deve ser < 100.000m.

Se o regime fosse laminar o nimero de Reynolds seria
Re = Lovo/v = 0,69 x 10 > 1.

O numero de Reynolds no regime turbulento seria Rer ~ 50.000.

A transigdo de escoamento laminar para turbulento se dd para Re; < 2000, ou seja, nao
poderia ser laminar mas completamente turbulento.

A forga viscosa é desprezi/vel para a determinacao da velocidade média de escoamento.
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Problemas

1. Mostre que

2. B dado um tensor

R and A ad A d

>

48

>
(a) Escreva na forma T=T° + T4 onde T° é um tensor simétrico e T4 um tensor

assimétrico.

(b) Caldule V-T% e V- TA.
(c) Dado @ =i+ 2j, determine

«—> «—>
ia T4 TA.d
A d «~—>

ii. @ T, T°.4.

3. O tensor de tensdes o ¢ dado por

«—>
e /

oc=c —p T;
81)1' 8vk 2 81)5 81}[
o= (20 O 20us N Qv
Tik =11 <8mk ton  39m k) MR

onde 7 e ( sdo coeficientes de viscosidade (constantes.)

(a) Mostre que %O'ii =—P+4+(V-7.

(b) Escreva o}, e o'y da forma mais simplificada possivel quando V -0 = 0.

(¢) Qual € o significado fisico de 0117 € 0127

Qx 7 o.=0.

4. Verificar que no caso de rotagdo pura constante, U i

5. Usando a equagao de continuidade

9p L
E—FV-([)U) =0
mostre que
9, . . Di
g(PU)WLV'(PUU) =P p

6. Mostre que, se um fluido for compressivel

V- o'= (Oi0h)éi = V75 + (3 +¢) V(Y - ).

7. Considere um sélido de volume Vj e area de superficie externa S mergulhado num fluido,

no campo gravitacional.

Mostre que a forga sébre o sdlido é

Fe [ 455 +7 / V..
So JVy
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O indice s refere-se ao sélido.

R and s
— . 7 .
Como =0’ —P 1, se o sistema for estdtico temos

F:—/ d§P+_(7/ dV ps.
So VO

Define-se o empuxo do fluido sébre o sélido como sendo

Empuzxo = —/ dSP.
J S,

Obviamente o empuxo seria idéntico se ao invés do sdlido, estivesse o préprio fluido ocu-
pando o espaco do sélido e néste caso o volume Vj do fluido estaria em equilibrio mecéanico.
Para éste volume de fluido

—/ d§P+§/ AV pfiuido = 0.
Sop Vo

Este é o famoso principio de Arquimedes.

8. A equagdo de Navier-Stokes (para fluido ncompressivel) é escrita

Dv ov  _ _ 2.
pm—ﬂ(a‘l—v-VU) = VP+77V v.

Integrando nV?% num volume de controle cibico Vy do fluido obtém-se, | So ds - nVa.
FEscreva o elemento desta integral em coordenadas cartesianas e dé o significado fisico do
mesmo.

9. O escoamento unidimensional, estaciondrio, na direcdo x, de um fluido viscoso e incom-
pressivel, entre 2 placas paralelas infinitas paradas, pode ser descrito pelas equacoes
P = —pBz+ Py
0v,

_ 2 —
5 vV, 0,

obtidas da equacédo de Navier-Stokes. A separacio entre as placas é d. 3 é independente
da posicao.
(a) Argumente porque v, sé depende de uma coordenada (normal das placas) e (3 € con-
stante.
(b) Que condigdes de contorno devem ser satisfeitas por vy ?

(c) Mostre que a velocidade do fluido, pode ser escrita

T dr ) 2n \ 4 v

(d) Relacione dP/dx en com a velocidade mdzima vy.

(e) Escreva a for¢a por unidade de drea, exercida pelo fluido sobre as placas em termos
de vy e 7.
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10.

11.

12.

13.

14.

Considere um fluido estatico no campo gravitacional.

Mostre, a partir da equagao de Navier-Stokes ou de Fuler, que

P
dy - p97

onde o eizo das coordenadas y € tomado na vertical, para cima, e que dentro de um fluido
homogeneo, a variacdo da pressao € dada por

P =Py — pgy-

Num tubo cilindrico de raio a = lcm, na horizontal, estdo adaptados dois tubos abertos
como mostra a figura. Nele escoa agua, sendo a vazao de 1¢/min.

(a) A agua atinge alturas diferentes nos dois tubos verticais. Ezxplique porque.

(b) Se a distancia entre os tubos verticais é de 10m e a diferenca nos niveis de = 2, 5¢m,
estime o valor do coeficiente de viscosidade da dgua.

O gradiente de pressao na vertical dP/dz depende da densidade e da gravidade.

Use a andlise dimensional para determinar a relagdo.

Considere o escoamento de um fluido num cano de raio a. O fluxo de massa (massa que
atravessa uma se¢do por unidade de tempo) depende

(a) do gradiente de pressdo na dire¢do do escoamento dP/dx;
(b) do raio do tubo a e

(¢) da viscosidade cinética v.
Como deve ser a forma do fluro (Férmula de Poiseuille)?

Um recipiente com dgua tem um furo de drea A a uma profundidade h do nivel da dgua.
A massa que vaza por unidade de tempo do furo deve depender de p (densidade), A, g e

h.

(a) Qual € o nimero de grandezas envolvidas com dimensoes independentes?

(b) Que forma deve ter dM/dt?



Capitulo 4

Conservacao de energia

A equacdo de Navier-Stokes contém a pressdo que é uma grandeza termodindmica. A pressdo
estd relacionada com a temperatura, ou seja, a energia interna do fluido, ou seja, a energia
das partfculas que constituem o fluido. Portanto, o escoamento de um fluido depende das
transformacoes termodinamicas que ocorrem dentro do fluido.

Frequentemente, o fluido pode ser considerado incompressivel e portanto V - ¥ = 0 e, esta
condicao e a equacao de Navier-Stokes sao suficientes para determinar .

Em outros casos, para completar a descricdo do fluido precisamos de uma equacao que
estabeleca um balango de todas as energias envolvidas e também da equacgdo de estado (que
relaciona as fungdes termodinamicas de estado).

Por exemplo, no escoamento de um gés, em geral, a viscosidade e a condutividade térmica sdo
desprezfveis, de modo que nao ha transformagdo de energia mecanica macroscépica em energia
mecéanica microscopica (dissipagdo de energia mecénica e consequente producao de entropia) ou
trocas de calor e os processos podem ser considerados isentrépicos (entropia constante).

O terceiro principio fundamental da hidrodindmica é o da conservacao da energia represen-
tada pela primeira lei da termodinamica.

Antes de continuar com o estudo de fluidos é conveniente rever algumas nogoes de ter-
modinamica.

4.1 Nocoes de termodinamica

Certas grandezas macroscopicas como pressao (P), temperatura (7') e densidade (p) sdo usadas
para descrever o estado termodinamico e portanto sao chamadas varidveis de estado. Elas sao,
rigorosamente, definidas somente para estados de equilfbrio, mas, frequentemente consideramos
que os fluidos estao localmente em equili’brio7 numa pequena regido na vizinhanca de 7 e
definimos as funcoes P(7,t), T(7,t) e p(7,t).

No contexto de fluidos, é conveniente usar valores especfﬁcos, por unidade de massa, ao
invés de grandezas extensivas (que dependem da quantidade ou extensao da matéria).

Assim, definimos o volume especifico V =1 /p-

4.1.1 Equacao de estado

As varigveis (P, p,T) ou (P,V,T) ndo sdo independentes mas relacionadas por uma expressdo
chamada equacao de estado.
Exemplo 4.1 (Gas perfeito) Sao gases que satisfazem a equagao de Clapeyron:
v RT RT RpT
PV=nRT = P—="2 = py=- = p==2

nm m m m

o1
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onde

m € a massa de um mol do fluido,
n € o ndmero de moles de um volume V' do fluido e
R € a constante dos gases ideais ~ 8,314.J/(mol K).

Exemplo 4.2 (Gas de van der Waals) Nos gases reais, nao muito rarefeitos, o volume ocu-
pado pelas moléculas diminui o do espago disponivel para a circulagio das moléculas. E também,
perto de uma parede, as moléculas do fluido sao puxadas para trds pelas moléculas vizinhas sim-
ilares(for¢a de van der Waals), de modo que a pressio efetivamente exercida na parede fica
menor. Uma equagcdo que leva em conta estas corregoes €

(P+%) (V—b):%.

a e b sao as constantes de van der Waals da substancia em questdo e estao relacionadas com a
forca intermolecular e o tamanho médio das moléculas, respectivamente.

4.1.2 Potenciais termodinamicos

A primeira lei da termodinamica estabelece a conservacgao de energia: a energia que um sistema
recebe na forma de calor (Q) ou trabalho, que ndo altere o movimento macroscépico do sistema,
como um todo se transforma em energia interna (U ):

§Q — PV = 8U.

Notagao: usaremos §f para designar a variagao da grandeza f de um elemento do
fluido num processo termodinamico ou a quantidade de f trocada com a vizinhanga.
De acordo com a segunda lei da termodinamica, num processo ciclico reversivel,

7{ 6Q/T =0.

Portanto, pode-se associar a um estado de um sistema, uma varidvel S, de modo que, num
processo reversivel, em que o sistema absorve calor 6@ & temperatura T,

58S = 6Q/T.

S é chamada entropia do sistema.

Num processo ciclico S volta ao seu valor inicial.

Num processo irreversivel a entropia do universo cresce.

A conservacgao de energia pode ser escrita em térmos de varidveis de estado como

oU =T8S — PoV.
U fica determinada se dadas 2 varidveis de estado. Aqui, consideramos
U=USV), T=T(S,V) e P=P(SV).

Obtemos, da equacdo acima

ou ouU
T: -_— P:— e .
<68>V ‘ <6V>5
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Derivando a primeira equacao em relacdo a V e a segunda em relagdo a S verifica-se que

()= (%),

Esta relacao é conhecida como uma das relacoes de Maxwell.

Se conhecida a funcdo U = U(S,V) podemos obter todas as outras varidveis de estado.
Funcoes déste tipo sao chamadas potenciais termodinamicos e sao todas dadas em térmos
de 2 varidveis de estado. Séo éles

Potenciais termodinamicos

Energia interna UGS, V) U =T6S — PoY

Energia livre

(potencial de Helmoltz) F(T,V)=U-TS | 6F = —S6T — P6V

Entalpia H(S,P) =U+ PV | 6H = T5S + V5P

Potencial de Gibbs G(T,P)=H-TS | 6G = —-86T + V6P

Duas relacgoes podem ser deduzidas para a entropia, chamadas, relacées T6S:

la. equacao T6S | T6S = cydéT + T%(SV

2a. equagdo T6S | T6S = cpdT — TaVOP

onde

Ky = —% (g—V)T = % (‘?_p)a: é a compressibilidade a x constante;

a= % (g—v) p= —% (g%) p o coeficiente de expansdo térmica a pressio constante;
cy=T (%)V o calor especifico a volume constante e

cp=T (g—s) p © calor especifico a pressao constante.

Calor especifico é o calor necessario para elevar a temperatua de 1°. O valor depende do
mecanismo de troca de calor. Se a troca ocorrer segundo um processo em que uma grandeza x
é mantida constante, temos ¢, = T'(6S/6T'),. Pode-se verificar que

c—% ec—ﬁ
V= \eT ), P=\sT)
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As expressoes podem ser escritas em térmos da densidade fazendo
V=1/p e 6V =—p26p.
Alguns casos interessantes de escoamento de fluido s3o:

e Isentrépico (22 = 0): DH = 102

Dt Dt — p Dt -
e Incompressivel (%% =0;V-7=0): %Z;{ TDS = CV%-
e Isotérmico (temperatura uniforme; %:f =0): %% = %D_I;

e Baratrépico (p(P) = d[f p(P

Cada uma das varidveis de estado P, V(= 1/p), T, S, U, H e G pode ser considerada uma
funcédo de apenas duas delas.

4.2 Equacao da energia mecanica

A equacado deduzida a seguir d4 a variacdo da energia mecénica com o tempo. Ela ndo contém
nenhuma informagio a mais que a equacao de Navier-Stokes; sendo uma equacao escalar contém
menos informagoes que a equacao de Navier-Stokes.

Contudo, em alguns casos de escoamento estaciondrio, ela permite determinar uma inte-
gral primeira (conhecida como equacao de Bernouilli), que relaciona a velocidade com outras
grandezas termodinamicas de estado. E o caso do escoamento 1ncompress1vel isentrépico ou
baratrépico, em geral .

Dizemos que um fluido é ideal (ou perfeito) quando a dissipagio de energia mecanica devida
a viscosidade for desprezivel e, também, a troca de calor por conducao for insignificante.

Frequentemente esta expressao é usada para designar somente escoamentos nao compressfveis,
com as caracteristicas acima, mas aqui nés ndo faremos esta restricdo.

A entropia de cada elemento do fluido é constante, ou seja, o escoamento é isentrépico. E
um caso importante porque é aproximadamente o caso de muitos fenomenos geo e astrofisicos e
também pela simplicidade.

O escoamento é dito baratrépico se a densidade puder ser escrita como funcdo somente da

pressao (p(P)).
Tomando o produto escalar da equagdo de Navier-Stokes pela velocidade ¥ temos

Dy . _ Do _ (00 L ov
Ppoi ¥ T Poia TP\Bi2 2
= pﬁ-]w—l—ﬁ-v-?:pﬁ-?—U-VP—l-ﬁ-V-o’. (4-1)

Na superficie terrestre, num referencial que gira com a Terra, em geral,

YV =Gef — 20} x 7.
Introduzindo a energia potencial gravitacional efetiva, por unidade de massa, ®:

VO =G = P =gz,

onde z é a coordenada vertical para cima, podemos escrever
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A equacao 4-1 fica

2 2 o
Qv_z_a.v<%+¢>—a-E+U-V“ (4-1)
p p

Teorema 4.1 (Equagao de Bernouilli para fluidos incompressiveis) v2/2 + P/p + ® é
constante ao longo de uma linha de corrente, no escoamento estaciondrio e incompressivel de
um fluido ideal.

Demonstracdo: Se o escoamento for _estaciondrio, incompressivel e de _viscosidade desprezivel,
como p é constante, da equagao 4-1' resulta que

7.V (v’/2+ P/p+ @) =0.
Para um deslocamento 67 do fluido 67 = vét,

?)2
6F-V<?+P/p+<1>> =0

e portanto concluimos que
v?/2+ P/p + ® = constante

ao longo de uma linha de corrente.
Esta equacao é conhecida como a de Bernouilli. C.q.d.

Exemplos

Exemplo 4.3 (Férmula de Torricelli)
Dd a velocidade de escape de um liguido por wm orificio
no recipiente que o contém.
Um tanque tem um liquido até um nivel H acima de um
orificio. Assume-se que a superﬁ/cie livre e o jato de
liguido estio sob mesma pressio (atmosférica). A wveloci-
dade do jato (ve) estd relacionada com a velocidade com
que cai o nivel do lz'/quido (v1), por viAl = v2As.

A1 e Ay sao as dreas da secao do tanque e do orifi/cio, respectivamente. Usando o teorema

de Bernouilli ao longo de uma linha de corrente que parte da superficie livre do liquido, obtemos

vt v3

> +P/p+gH = 5 + P/p.
Portanto

(%) 1

A
v%z? - sgH e v§—2 s9H
Y
A1 Al
Como vy = —dH/dt a expressdo para vi representa um movimento uniformemente desacelerado
do nivel do liguido com desaceleragio
(%)
— Al
a = 29
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Se o orificio for pequeno comparado com o tanque,

vy =~ \/29gH

e a velocidade de escape € igual a velocidade de queda livre.

Ao usar a equagio de Bernouilli foi assumido que 0/0t € desprezivel comparado a outros
térmos em (4-1’). Pelo resultado obtido a << g = |V¢|.

A wvazdo pelo orificio deve ser

Q :A2 () ’;’AQ\/QQH.

Na realidade hd uwma complicacao: perto do orificio hd o fendémeno conhecido como vena
contracta, como mostram as figuras.

=

Ca =y

Devido a curvatura das linhas de fluzo, a area da se¢ao transversal do filete de dgua € menor
que a area do orificio.

A pressao em A € maior que em B, onde a pressao € atmosférica e o fluido em A ainda
estd sendo acelerado logo que sai do orificio. A relcao entre as vazées vA = constante sé vale
depois que o jato jd se contraiu.

C € o coeficiente de contragdo e a area efetiva do jato €
e também do numero de Reynolds. No caso de um orificic

Exemplo 4.4 (tubo de Venturi) E usado para medir

a velocidade de um fluido.

E um tubo azialmente simétrico, aberto nas extremidades, IH
com um estrangulamento numa regico. Um manometro €

adaptado para medir a queda de pressao na parte estran-

gulada, como mostra a ﬁgum Se o tubo for colocado par- P ———
alelamente ao fluro de um liquido, na horizontal, os niveis
do lzquzdo ficam diferentes nos dois ramos do manémetro.

Se o escoamento € laminar e ideal, a velocidade é uniforme em toda se¢do transversal. Se
as dreas das se¢oes sao A1 e As

v P v P
P, — P, =pgH; v1A1 = v9 Ao e _1_|__1:_2_|__2
2 p 2 p

Portanto, no ponto de estrangulamento a pressdo € menor e a velocidade € maior. E a velocidade
do fluido € determinada pela expressdo

20l \1/2
v = Ao <A29 A2> .
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Teorema 4.2 (Equacao de Bernouilli para fluidos compressiveis) H +v2/2 + ® ¢ con-
stante ao longo de uma linha de corrente num escoamento isentrdpico e estaciondrio.

H € a entalpia especifica e ® a energia potencial por unidade de massa.

Demonstragdo. Da relacao éH = T6S + V6P tiramos

DH DS DpP
Z _r=Z =
Dt Dt Y Dt

e, no caso estaciondrio e isentrépico,
VP
p
Usando esta relacao em 4-1’ e considerando o regime estacionério, obtemos

v-VH=7-VWP =17

1
vV <H+§v2 + <1>> = 0.
Para um deslocamento 67 = 6t do fluido, 67+ V <’H + % + <I>> = 0 e portanto concluimos
que
H+v?/2 4+ & = consta:

ao longo de uma linha de corrente, c.q.d.

Exemplo 4.5 (Corpo sélido imerso num fluido)
Se um fluido encontra um corpo sdlido parado passa des-

. yel 5
viando. 0 —_—

- . / PD f/-'?’ Hf)“‘ﬁ-__ PD

Sobre o corpo aparecem pontos onde a velocidade € zero, E———""_ I —

- — T —

chamados pontos de estagnacao (E). Longe do corpo o ¥ T, e K

fluxo € uniforme e a densidade, a pressao e a velocidade
podem ser designadas por po, Py e vg, respectivamente.

Se ndo houver compressdo a equag¢do de Bernouilli ao longo da linha de corrente que termina
num ponto de estagnacao fica

Py v§ R

po 2 po

FEsta equagdo pode ser reescrita para os gases ideais como

Pp _ . Lpov
Py 2 P

|So

oK)
2¢

(4-3)

Wi

onde v =cp/cy € cs = \/vPo/po € a velocidade do som.

Hd um aumento de pressao no ponto de estagna¢do. O aumento é chamado de pressdo
dinamica.

Questao da Compressibilidade. Se o fluido € um gds ideal espera-se que haja compressao
aprorimadamente adiabdtica e a expressio a ser usada deve ser 4-2, juntamente com
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A expressdo da entalpia fica

_1
H—HOZ/P@: F_dP 1 B <£>1"—1 (4-4)
P P P <p)% v—1po \ \ P
Po

Po

Desconsiderando a energia potencial obtemos de 4-2:

2 2 -1
vy v v P Pg v
Hg ’Ho—l—2 2 =17 <<P0> )

A pressao pode ser escrita como
Py v—1v3 T
2 (1+2729) (45)

Ezxpandindo 4-5 em série de poténcias do _niimero de Mach M = vg/cg e desprezando térmos
da ordem de M* obtém-se exatamente a expressio 4-3. Portanto, temos a confirmacdo de que
para baizas velocidades (M << 1) o gds pode ser considerado incompressivel.

Exemplo 4.6 ( tubo de Pitot) Permite a determi-

nag¢do da velocidade em um fluido. Dy
O tubo tem duas aberturas para a entrada do fluido. _,ff’”P = —
Quando o fluido passa pelo tubo forma-se um ponto de ——E

s e

estagnacao em uma das aberturas do tubo e o fluido passa
pela sequnda abertura praticamente sem alterar a sua ve-
locidade vg . A compressao estd relacionada com vy por
(4-5) (M << 1) ou (4-4) (M 2 1).

vy € calculada usando a expressio P — Py = pygh e a
medida de h no mandmetro. py € a densidade do fluido
no manometro.

Tube de Prandtl-Pitet

Exemplo 4.7 ( Velocidade de escape de um gas)
Consider/emos um gas que escapa de um recipiente por %
um orificio, pequeno comparado com a dimensdo do

recipiente. O fluido mo interior pode ser considerado
parado e portanto uma linha de corrente tem um ponto
de estagnacgao dentro do recipiente. Sejam pg, Py € Ty a
densidade, a pressao e a temperatura, respectivamente,
dentro do recipiente; as letras sem indice designam os
valores das grandezas na abertura.

Usando a expressao da entalpia 4-4 obtida no exemplo 4.5 e o teorema de Bernouilli para
escoamento adiabdtico H + v?/2 = Hy, a velocidade de escape é obtida como

2 -1
v b 1—<£> T, (4-6)
2 v—1po Py
Observa-se que v < v, onde

o= |2y Po_ | 2y Ry _ [ 2
Ty =1p0 y—1m y—-1"7

que depende somente de Ty.
Portanto a velocidade de escape estd limitada pela temperatura dentro do recipiente.
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Teorema 4.3 ( Escoamento baratrépico.) v2/2+ [ dP/p+® ¢é constante ao longo de uma linha de corrente

Se a densidade puder ser escrita como func¢éo somente da presséo (p(P)) (escoamento bara-
trépico), entao

P
dP VP
v S
p P
Usando esta relacao em 4-1’, o resultado é imediato.

O escoamento isentrépico e estacionario de um gés ideal é um caso particular de escoamento
baratrépico, e

VP
VH = —.
p

Exemplo 4.8 (Convecgao na atmosfera) Na cama- _
da mais baiza da atmosfera terrestre, chamada troposfera, zhoz L @ P(P.S)
de espessura da ordem de 10km hd um continuo movimen- o
to do ar, ou na forma de vento ou na forma de convecgao
devido ao aquecimento do chdao por raios solares. g
Apesar de haver equilibrio de for¢as (VP = pg), a atmos- 2 L (ﬂ(P,S;} P
fera pode nao ser estdvel. Suponha que um elemento d s

altura z suba adiabdticamente até a altura 2/ = z + §z.

Se a densidade déste elemento for maior que a densidade da vizinhanga, o elemento vai
voltar a posi¢do inicial e ndao haverd convecgado.

Suponha que em z a densidade seja p(P,S).

Em z1 a densidade serd p(P',S) , pois o elemento deve subir rdpido o suficiente para que
ndao tenha tempo de trocar de calor e portanto, d entropia constante. A sua pressio deve ser
a cada instante igual a da sua vizinhanca porque a equalizacdo da pressao se dd na escala de
tempo gasta na propagacao do som.

Em 2! a densidade na vizinhanga serd p(P',S'); P' = P(z + 6z); &' =8(2+ 62).

A condi¢ao para que ndo haja convecgao é p(P',S) > p(P',S') pois assim o elemento de
fluido volta a posicao inicial.

Em térmos de volume especifico fica

V(P',S8)-V(P',8) >0

ou,

oV\ dS
0S8

—6 }
= z>0

Podemos escrever
3% 3% 6T 1 6V 16T o
— = — — =VI— — —— =VI—
6S>P 6T>P55>P V5T>PT55>P cp
1 (6V

onde a = v (W)P € o coeficiente de expansao térmica a pressio constante (positiva) e
cp € o calor especifico a pressao constante, também positiva.
Portanto a condi¢cdo de nao convecgao fica simplesmente

dS

E>O.

A entropia especifica deve aumentar com a altitude.
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Conhecemos

ar drT
- M @
pelo modelo de atmosfera.
Portanto podemos escrever S em fungdo de P e z: S(P,T).
A equagdo TdS dd

TdS = cpdl —TaVdP

ds dT dP dr drT
— = — —TaV—=cp—+T =cp—+T
dz °r dz e dz °r dz +TaVpg = cp dz +hag
A condi¢do de ndo convecgao deve ser
dT T
dz cp

Se a atmosfera for aproximadamente um gds ideal deve valer a relagio P = RpT/m. m € a
massa molecular média e vale ~ 29 (78% de Ny e 21% de O2).

T 6V

dT g
dz cp

cp € o calor especifico por unidade de massa. O calor especifico molar é TR/2. Portanto cp =
TR/(2m). Portanto se
dr 0
T > —10"K/km
ndo deve haver convecgao.

O gradiente de temperatura na atmosfera, até uma altura < 10km € de aproximadamente
-6,5° K /km e portanto a condi¢io acima estd satisfeita. Esta regido é chamada troposfera.

No entanto, sabemos que esta regiao nao € muito calma. O modelo de gds perfeito nao deve
ser muito adequado, isto €, ou Ta = % %)P = 1 estd incorreto ou o valor de cp deve ser
> TR/(2m). Na atmosfera imida, o calor latente de evaporag¢ao, da ordem de 540cal/g, deve
ser levado em consideracao no cdlculo de cp. Nesta regiao deve haver corrente ascendente.

Acima de ~ 10km, na tropopausa, a temperatura € aprorimadamente constante e igual a
~ —56°C, dependendo da latitude e da época do ano. Mais acima, na estratosfera, a alturas
entre >~ 15km e 50km, o mddulo do gradiente de temperatura € menor. Nestas regides, a
atmosfera deve ser calma. De fato, a estratosfera € caracterizada por pouca mistura vertical.

Camadas de aerosol persistem por longos periodos de tempo, praticamente na mesma altura.

4.3 Equacao da energia total

Para a descricdo completa de um escoamento precisamos efetivamente, além das equacoes de
continuidade e de Navier-Stokes, da equacao de conservacao da energia total.

Consideremos um volume Vy(¢) (borda Sp(t)), que se move com o fluido.

A variacdo de energia (§F) dentro de Vp(t) é devida ao trabalho realizado (6W) sébre o
fluido em Vj(#) e a troca de calor (6Q) com a vizinhanga, ou fonte:

§E = 6W + 6Q, (4-7)

onde F=p (U—F%UQ) é a energia total, isto é, a energia interna do movimento microscépico das
moléculas (plf) mais a energia mecanica de escoamento do fluido (pv?/2).
U é a energia interna por unidade de massa.
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Variagao da energia total
Pelo teorema 3.1 (de Leibnitz)

DE D 1 8 1 _ 1
— = = dv u+—u2> = / dV = <u+—v2> + / ds - v, <L{+—v2>
Dt Dt Sy © ( 2 o ot 2 Solt) p 2

1 1
= / dVgp (U—l——v2> + / dV'V - p (U—I——v2>
v Ot 2 Jvo(t) 2
) 1 1
= dv [—p <U+—v2> + V- 7p <u+—u2>] .
./Vo(t) ot 2 2

Trabalho sobre o fluido

Sobre cada elemento de massa age uma forca volumétrica fT/ e nas bordas uma forca ds- o
(equagdo 3-8). Portanto, o trabalho realizado sébre o elemento de fluido dentro de Vj(t) durante

um intervalo de tempo, por unidade de tempo (poténcia), é

W :/ defT’-U+/ 5. -7
ot Vo(t) Jso(t)

:/ dvpr-U+/ dvv-(‘g-ﬁ)
V() Vo(t)

_ /‘/O(t)dv[pf?.U+V~(3.ﬁ)}.

Caso haja uma hélice dentro da regiao um térmo extra aparece, correspondente a poténcia
do motor da hélice W,,.

Razao de transferéncia de calor

A quantidade de calor que entra em Vj(t) é devida, em parte, ao fluxo através de Sp(t) causado
por um gradiente de temperatura,
= =
_/ dS * Jq,
So(2)

e, em parte, devida a transformadacdo de outras formas de energia em calor e que pode ser
representada em térmos de uma fonte ou sorvedouro (fonte negativa)

/ deq fonte-
Vo(t)

fonte seria a razao de aquecimento por unidade de massa devido a fonte.

- . . o . ~ o .

Jq seria a densidade de corrente de calor. Sua direcao e o sentido sdao a diregao e o sentido
do fluxo de calor e o médulo é o calor que passa por uma superficie, por unidade de area, por
unidade de tempo.

Portanto,

0Q ) e

~ = de(Ifonte - / as - Jq-

6t v Jso(1)

Experimentalmente, pode-se determinar a relagao entre T(; e o gradiente da temperatura:
—

T, ~ —KVT.

K é a condutividade térmica ou coeficiente de transporte de calor no fluido, e é aproximadamente
constante, quando o gradiente de temperatura nao for muito grande.
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Usando teorias da mecanica estatistica é possivel obter a mesma relacao.
Neste caso temos, usando o teorema de Gauss

@:

AV (pdgonte + KV?T) .
L 0

Coletando os térmos obtemos a forma integral da equacao de conservacao de energia

o (e gt o9 (e )

dVv U+ v +V-ivplU+ =v =
/ % [p JAGRE (S’ .17) + Pdfonte + KVQT} (4-8)
T

Como a relacdo deve valer para Vp(t) — 0, podemos obter a relagdo diferencial
0 1 . Lo\
g (U+2v>+v-vp<u+§v> =
0 . 15 B
[67‘<L{+ U>+’U'V<Z/{+§U>] =
D 1,
ol (e 5)] -

pfV G+v- (& «7) + pifonte + KV2T = (4-9)

—

pr ‘g_V' (P/l-})) +V' <0J "LT) + quonte+Kv2T.

4.4 Equacao da energia interna

Subtraindo 4-1 da 4-9 obtemos

DU - <
pﬁ = V- (0‘ 77) —v-V-o +p(jfonte + KVQT
= ;: Vv + PQfonte + KV2T

= —PV .0+ 0" VT + pifonte + KV>T (4-10)

onde o: Vi = 0:j05v;.
O térmo PV - ¥ corresponde ao trabalho realizado pelo fluido na expanso. Para verificar
isto usamos a equacao de continuidade de massa Dp/Dt = —pV - e p=1/V :
1D 1D D
—p=-Z vV _ ,p2Y

—p_=7

PV -7 = i)
Ve s Dt vDt D

P%\; é o trabalho realizado por uma unidade de massa do fluido, por unidade de tempo, na
expansao, isto é, a poténcia por unidade de massa.

KV?T é o térmo devido & conducio térmica.

Num processo sem compressao, o calor absorvido ou gerado faz variar a energia interna.

A equacao 4-10 juntamente com a equacao de continuidade, a equacao de Navier-Stokes e
a equacao de estado do fluido sdo suficientes para determinar todas as grandezas relacionadas
com o escoamento: ¥, p e P.

As vezes é mais conveniente escrever a equacao de conservagdo de energia em térmos de
outras fung¢oes termodindmicas, o que é feito a seguir.
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4.5 Equacao da entropia
Se compararmos a equacao 4-10 com
oU =To6S — PV

podemos escrever

DS 1 <_; N Qfonte 1 2
—=—0" —KV-T. 4-11
D = T o' Vi+ T + T \Y (4-11)

No segundo membro desta equacdo, o primeiro térmo é a entropia produzida pela forca
viscosa por unidade de tempo, por unidade de massa. Esta relacionada com a dissipacao de
energia mecanica pela viscosidade.

O segundo térmo é produzido por uma fonte.

O tltimo térmo é a entropia que entra pela superficie por conducio térmica.

Num processo isentrépico (dissipacao de energia mecanica devida a viscosidade, desprezivel
e, também, troca de calor por conducdo, desprezivel), DS/Dt = 0.

4.6 Equacao da entalpia

Para a entalpia H =U + PV =U + P/p pode-se escrever
DH DU 1DP P Dp

Dt _EJ“th 02 Dt
Usando a equagao da continuidade, temos

DH DU 1DP P_ . DU 10P 1
= T4 V.T= —

Jn_ Ml L 2V (P7).
Dt Dt oDt o toar v,V (P

Usando esta relagao na equagao de energia 4-9 obtemos

>

D 1 oP = .
pﬁ <H+§U2> = E + pr T+ V- <O'/ U) + P4 fonte + KV2T (4—12)

A equacdo de Bernouilli para escoamento isentrépico e estaciondrio de fluidos compressiveis
pode ser obtida diretamente da equacao 4-12:

D ]_2 X, _,_8 ]_2 N ]_2 = _
Di <H+2U>—f 'v—at <H+2v>+v V<H+2v)+v Vo =0.

No regime estaciondrio teriamos

1
7-V <H+§v2 + <I>> =0.
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Problemas

1. (a)

(b)

Escreva dU = TdS — PdY tomando como variaveis independentes S e p = 1/V ao
o4 ; ~ _ (ou _ 2 (aou
invés de S eV e verifique as relagées T = (g)p eP=p (a—p)s.
Para um gds ideal de massa molecular m
RS
U(S, p) = cypmevecs
onde ¢, € a capacidade térmica a volume constante, por unidade de massa. Deter-

mine T'(S, p) e P(S,p).

Explique porque as expressoes obtidas para TS, p) e P(S, p) representam a equagio
de estado do gds na forma paramétrica.

Obtenha a equagdo de estado na forma de Clapeyron P = RpT /m.
Como vocé obteria a entalpia em térmos de S e P (H(S, P))?

Justifique a afirmagao: Dado um potencial termodinamico em fun¢ao de 2 varidveis
de estado podem-se determinar todas as outras varidveis de estado.

2. A atmosfera é aproximadamente um gés ideal de modo que vale a relacdo P = RpT/m. m
¢ a massa molecular média e vale ~ 29 (78% de N3 e 21% de O2). Considere a atmosfera
terrestre aproximadamente estética (¥ = 0).

(a)

(b)

A atmosfera pode ser considerada um gés politrépico, isto é, Pp~"=constante, com
indice n = 1.23 até uma altura < 10km. Esta regigo é chamada troposfera. Como
varia a pressao, a densidade e a temperatura com a altitude, nesta regido?

Na tropopausa, a alturas acima de ~ 10km, a temperatura é aproximadamente
constante e igual a —56°C. Como varia a pressio e a densidade com a altitude,
nesta regiao?

3. Aproxima-se um pedaco de papel na parte inferior de um carretel com o eixo na vertical,

de raio a, com um pequeno orificio de raio b.! Na figura, o percevejo serve para manter o
centro do carretel no centro do papel. Em seguida assopra-se da parte superior do orificio
do carretel. O que acontece com o cartao? Se a velocidade do ar assoprado € vy, faca uma
estimativa da forca que atua sobre o cartao.

A viscosidade do ar deve ser desprezivel. Vocé pode considerar que o regime é estaciondrio
e incompressivel.

)

%

4. Um gés perfeito satisfaz a equagao de Clapeyron: PV = RT /m, onde

Ltirado da referéncia [10]
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m é a massa de um mol do fluido,
n € o niumero de moles de um volume V do fluido e
R é a constante dos gases ideais ~ 8,314.J/(mol K).

(a) Sabendo que o calor especifico a volume constante ¢y é constante (independente do
estado), determine

i. a compressibilidade a T constante kp = —% (%)T"

ii. o coeficiente de exrpansdo térmica a pressdo constante o = % (
iii. a entropia S(T,V);
iv. a entropia S(T, P);

6S

v. o calor especifico a pressao constante cp =T (ﬁ)P"

%)P;

vi. a energia interna U(S,V);

(b) Usando os resultados do item anterior, mostre que, numa compressio adiabdtica
0S8 =0) em que o gds é comprimido de Vy para V, a temperatura varia de Ty para
q g P p ’ 4 p
T, onde

R
T  (Vo\mv
To < v > '
(¢) Num motor a jato, o ar é comprimido rapidamente a 1/25 do volume original e é
em seguida usado para queimar o combustivel. Avalie a temperatura do ar imediata-
mente antes de queimar o combustivel. A temperatura inicial pode ser considerada
~ J00K.

O ar é aproximadamente diatomico e ¢y ~ 5R/2m.

5. O potencial gravitacional, definido por ]W =-Vo¢ (]W é a forga por unidade de massa),
de uma estréla é dado por
V2¢ = 4nG.

(a) Mostre, usando coordenadas esféricas, que , se uma estrela for esfericamente simétrica,
a equacao de Euler fica
1 d [(r?dP
—— | ——— | = —4nGp.
r2dr < p dr > P

(b) Determine a pressao no centro da esfera se a densidade for da forma

o(r) = po (1——0)



Capitulo 5

Vorticidade. Escoamentos com
nuimero de Reynolds grande.

5.1 Vorticidade e Circulacao da velocidade.

Define-se a vorticidade como ((7) = IV x (7).

Quando o numero de Reynolds é relativamente grande a vorticidade nao é criada ou destruida
dentro de um fluido homogéneo e baratrépico; a vorticidade é criada somente nas superffcies de
descontinuidade ou de contacto com corpos soélidos.

Somente nestes casos, pode haver um escoamento potencial, longe das superffcies de descon-
tinuidade.

E interessante obter uma equacao que descreve a evolucao da vorticidade, ao invés de se usar
diretamente a equacao de Navier-Stokes.

Definimos as linhas de vértice como sendo curvas tangentes a Z (7) em cada ponto e tubos
de vértice formados por linhas de vértice. A linha de vértice dd em cada ponto a direcao do
eixo de rotacao.

E importante observar que

—

2V - {(7) = V- (V x #() = 0.

Os vetores com divergente zero (rotacional de um vetor) sdo chamados vetores solenoidais.
Os mais conhecidos sdo o vetor velocidade de escoamento incompressivel e o vetor indugao
magnética B.

Aslinhas de vortice formam uma estrutura muito semelhante as de linhas de campo magnético:
ou sdo curvas fechadas ou terminam numa superficie livre ou num contorno.

Um exemplo de linhas de vértice sdo os anéis de fumaca produzidos por um cachimbo.

66
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Definimos a grandeza circulagao da velocidade ao longo
de uma curva fechada C como

rzfa.déi
C

Quando a funcao v estiver definida numa regiao S den-
tro do contorno C' (regido simplesmente conexa) podemos
usar o teorema de Stokes para obter

r:/d§-vX55/d§-25
JS JS

Portanto I'/2 é igual ao fluxo da vorticidade através de S.

Em movimentos como da dgua quando uma pia € esvaziada, ou de tornados, a velocidade nao
estd definida no centro. A vorticidade pode ser aproximadamente nula na regido e no entanto a
circulagdo ser nao nula, isto é, hd um vértice.

Teorema 5.1 A circulagdo da velocidade ao longo de

qualquer sec¢do transversal de um mesmo tubo de vdrtice

€ a mesma. s
1

A demonstracao é feita integrando a equacao V - E =0
num volume de controle Vj, no interior de um tubo de
vértice (num dado instante), limitado por duas seccoes
transversais S1 e S2 e pela superficie lateral (Sy).

5.2 Equacao de transporte de vorticidade

Uma equacgado para a vorticidade pode ser obtida tomando o rotacional da equagdo de Navier-
Stokes.
Considerando .
V=T —2Wpert x 7= —V® — 20 et X 7,

a equacao a ser usada serd 3-26

Dy 8% . . 85 2 L
E—a—f—(’UV)U = E—FVE‘I'(VX’U)X'U (5_1)
= —E + lV O'/ —V(I) — 25)1)67"75 X 777
p o p
1 - 1
V-0 = vVWii+v (— + £> V(V - 7).
p 3m

Como V x (V x ) = V(V - ¥) — V27 podemos escrever
V25 =V(V-7) -2V x (.
Tomando o rotacional da expressao 5-1 ficamos com

3 - 1 P .
%—FVX(CXU):—§VXVT—VVX(VXC)_VXﬁWTtXU'

Nos casos em que’

!Condicdo verificada em alguns casos importantes:
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temos

va—pp=0 (5-2)
O 0 (€4 Tun) 8] = 07 x (v 8).

Se chamarmos

de vorticidade total e fizermos

V x (VXE) =V(V-0) -V = -V

obtemos

A7 . -
% +V x (CT X v) = V. (5-3)

Usando ainda a relacdo vetorial

Vx((rx¥) = ((V-0)=8(V-Cr)+ (T V) — (r - V)T
5.9)

—

em 5-3:

= (V- 0) + (T V)i = (G- V)7
88%+17'VC; =
DT = WG -GV 9+ GV (-4)

Esta equacao descreve o transporte de vorticidade.

A

primeira vantagem desta equacdo é que ela ndo contém a pressdo (ou a densidade).

O primeiro membro representa a razao de variacao da vorticidade.

No 20. membro,

o lo. térmo é a difusao de vorticidade devida a viscosidade. A vorticidade esté relacionada
com o momento angular; o momento angular varia devido ao torque das for¢as tangenciais,
de viscosidade;

0 20. térmo esta relacionado com a expansao do elemento de fluido. Uma compressao ou
expansao nao faz variar o momento angular mas sim o momento de inércia. Disto resulta
uma contribuicdo para a mudanca da velocidade angular de rotacao.

o 3o. térmo estd relacionado com a deformacao do elemento de fluido, que também pode
mudar o momento de inércia.

Escoamento incompressivel: V x (VP)/p =V x V(P/p) = 0.

Escoamento baratrépico (A densidade pode ser escrita como uma funcao sé da pressdao: p(P))
= dP/p=d[[dP/p(P)] e VP/p=V/[[dP/p(P)] que é irrotacional.
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5.3 Vorticidade de fluidos ideais.

Se o fluido for sem viscosidade (ideal) e incompressivel a equacao de vorticidade fica

dr - N
StV (@) =
D -~ .
o — Vi = 0. (5-5)

e Se num certo instante (7 = 0 em todos os pontos, entdo, pela equacao (5-5), DC}/Dt =0,
e portanto {7 = 0 sempre.

e Se o escoamento for bidimensional, C}v é perpendicular a ¥ e ao plano do escoamento e
portanto (- V©'=0e D(r/Dt = 0.

Haverd conservacao de vorticidade.

Na atmosfera terrestre a vorticidade é persistente. Ciclones e furacoes podem durar véarios
dias.

Mas o modélo do fluido ideal ndo explica o surgimento da maioria dos vértices observados
na natureza.

Teorema 5.2 (Teorema de Thomson) (ou da conservagao da circulagao da velocidade). Num
fluido sem viscosidade (ideal) e baratrdpico, a circulagdo da velocidade num circuito fechado for-
mado por paTti/culas do fluido®, se conserva, isto €,

dr

|

dt

Demonstracao. No instante t, I’ = §, 7 .dl. Sejam A e B
as extremidades do elemento de curva dlz na curva C, com
0s vetores de posi¢do T4 e T'g, respectivamente. Durante
um intervalo de tempo At o ponto A vai se deslocar, com
velocidade U = U(r),t) para 7 ~ 74 + TAL.

Como a velocidade do ponto B €
(g, t) = 0(Fa+ dl,t) ~ 7+ g—gdﬁ, éle wai se deslo-
car para

B ~Tp+ <17'+ %d@) At.

O novo elemento de linha vai ser dl = Fgr — Tas, tal que

—

(%) =73)+ (7 = 1) = (% = 72) + (7 = 73)

e portanto
At +dl = dl+ (v+ 2ar) ar = af ~ ai + Laen.
of or
A velocidade de cada ponto do elemento da curva, no instante t + At, vai ser
- Dv
v =T+ ZIAt

2Calculada acompanhando o movimento do circuito.
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Portanto

dr 1 L 4
—_— = —_— /. — 7.
il S-S
c’ C
1 . Di . 97 }
— Algoﬂzc: [(v-i— EAt) . <d€+ ﬁdmt) —v-dﬁi
95 DV -
= ¢ 7 Lary § 22 ai
,7{;” GTAGE Ao
D7

1 —
= —dv?’+ ¢ — -ddl.
f{C 2 o Dt

Obuviamente a primeira integral se anula se a velocidade for continua. Da equag¢do de Fuler,
segue-se que

dr vP .
— = ?2 <—7—V<I>>~d€ (5-6)

= /dﬁ-Vx <—E—V<D>,
Js p

onde S € a superficie interior a C. A 4ltima igualdade decorre do teorema de Stokes. FEsta
expressao € nula se VP/p puder ser escrita como gradiente de uma fung¢do, o que acontece nos
casos citados na sec¢cao anterior, c. q. d.

Portanto, se um fluido ideal est4 inicialmente em repouso e ndo houver nenhum outro tipo de
forga externa que néo seja derivada de um potencial (como a for¢a gravitacional) o escoamento
vai permanecer irrotacional.

A aplicabilidade do teorema tem limitagoes, quando al-
gum corpo estd imerso no fluido. Consideremos um cor-
po sélido imerso num fluido de baixa viscosidade, inicial-
mente em repouso. Portanto, inicialmente 7 e 5 sao nulos
e a circulacdo em torno de qualquer circuito é nula.

Pelo teorema de Thomson a circulagdo em torno de qual-
quer circuito fechado que se move com o fluido se conserva
ao longo do movimento do circuito.

Consideremos um circuito fechado em torno do corpo (C), que cruza com uma linha de
escoamento, que acaba num ponto de estagnacdo, como mostra a figura. Esta curva conterd
sempre o corpo: a medida que o fluido escoa a curva se deforma e cresce atrds do corpo. As
linhas de corrente que haviam se separado, na frente do corpo, confluem novamente atras do
corpo, onde surgem superficies de descontinuidade. A velocidade de um fluido real em contacto
com uma superficie sélida é nula e cresce a medida que se afasta da mesma; isto resulta numa
vorticidade na vizinhanca de qualquer corpo sélido. Esta vorticidade pode ser difundida pela
viscosidade.

Nao é possivel usar o teorema de Stokes para relacionar o valor da circulagdo com a vortici-
dade na vizinhanca imediata do corpo. (Ref. 2,4, 5,7, 8, 9, 3].)



CAPITULO 5. VORTICIDADE 71

Teorema 5.3 (Teorema de Helmoltz) 2. No trabalho original de Helmoltz o enunciado é:
Se um fluido sem viscosidade (perfeito) e incompressivel se move num campo de forgas,

1. se inicialmente o escoamento for irrotacional, éle se mantém irrotacional;

2. as particulas que num certo instante estao sobre uma linha de vdrtice, se mantém sobre a
mesma linha de vdrtice (um tubo de vdrtice se move com o fluido);

3. o produto da vorticidade pela drea de uma sec¢ao transversal de um filamento de vértice (tubo
fino) tem o mesmo valor ao longo de todo o filamento e permanece constante no tempo.
Os filamentos sao portanto ou tubos fechados ou terminam na superficie de contorno do

fluido.

Considere 2 pontos A e B, vizinhos numa linha de vértice, B
nas posicoes 74 e 7. Podemos escrever 75 — 74 = €
pois é paralela a (. Durante um intervalo de tempo At
o ponto A vai se deslocar, com velocidade ¥ = ¥/(r4,t) o
para 7ar = 74 + UvAt. Como a velocidade do ponto B é
U(7p,t) = U(Fa + €(,t) ~ T+ e - VU, éle vai se deslocar
para
P =7p + (T4 €C - VDAL
Consideremos escoamentos de fluidos em que V x VP/p = 0. Vale, portanto a equacdo 5-5.
or . o~ _ Dir
¢ +7-Vir = T _
ot Dt

Se C} = 0 no instante t = 0, 8(} /Ot =0 e, em todos os instantes subsequentes C} sera zero.

O teorema é valido para a vorticidade total, na superficie terrestre, incluindo a velocidade
de rotacdo da Terra. Neste caso é chamado teorema de Bjerknes.

O teorema de Helmoltz diz respeito a vorticidade propriamente dito.

Omitiremos o indice T para a vorticidade total.

Na posicao A’,

(- V7.

. - DC .o
C’:C+F§At=C+C~VUAt

P — T4 = Ty —ia+e VAL
= e+ e VoAt
= ({4 (- ViAl)
= 657

e os dois pontos estardo sobre a nova linha de vértice C_" .
Sendo o fluido incompressivel, um elemento do fluido con-
tido num cilindro de seccao S e altura e no instante ¢
estard contido num cilindro de drea S’ e altura e(’ de
mesmo volume. Portanto

Se¢ = S'e(’ e SCZS’C'Z%%U‘CM

O fluxo da vorticidade através da base (circulagdo no
contdrno) se mantém.

$Extraido do livro[7] L. Prandtl & O. G. Tietjens - Fundamentals of Hydro- and Aeromechanics, vol.1,
Dover Publications, Inc., New York, 1934.
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c. q. d.
Este teorema é mais limitado que o teorema de Thomson pois foi assumida a incompressibilidade

do fluido.

Corolario 5.1 Se um pedago de um filamento de vorticidade correspondente a vorticidade (
tem altura L = e a relagao (/L se mantém com o tempo em fluidos ideais:

¢
— = constante.
L

Exemplo 5.1 * Considere o escoamento de dgua num canal com leito irreqular como mostra a
figura. Como fica o segmento de um tubo de vorticidade quando sobe uma rampa?

O volume do vdrtice se mantém e também a circulagdo, de modo que,

G_G
I Ly

A wvorticidade deve diminuir onde o canal € mais raso.

Resumo
e Vorticidade { = V x #/2
e V-(=0
e linhas de vértice: curvas tangentes a ((7) em cada ponto

e tubos de vértice: tubos formados por linhas de vortice.

e Circulacao da velocidade ao longo de uma curva fechada C

FE%ﬁ~dﬁz/d§~VxUE/d§~25
JC JS JS

Portanto I' é 2x o fluxo da vorticidade.

e Teorema: A circulagdo da velocidade ao longo de qualquer sec¢do transversal de um mesmo
tubo de vdrtice € a mesma.

e Equacao de transporte de vorticidade
¢r

E"’v'VCT

D¢y
Dt
= V7 — (V- 0) + (- VI

“Extraido do livro [1]: R. A. Brown - Fluid Mechanics of the Atmosphere Academic Press, Inc.,1991.



CAPITULO 5. VORTICIDADE 73

e Se o escoamento for sem viscosidade,
bidimensional (= (7 é perpendicular a (7 = (7 - V7 = 0;)
e incompressivel (= V-7 = 0)
C_q: se conserva ao longo do escoamento.
e Se um fluido é perfeito, isto é, sem viscosidade e incompressivel, as particulas que num
certo instante estdo sobre uma linha de vértice, se mantém sobre a mesma linha de vortice.

Portanto um segmento de tubo de vorticidade se move com o fluido e contém sempre o
mesmo material.

e Se um pedago de um tubo de vorticidade correspondente a vorticidade ¢ tem altura L a
relagdo (/L se mantém com o tempo em fluidos néo viscosos. Se o fluido é incompressivel,
o volume do tubo se mantém: S x L = constante. O fluxo da vorticidade através da base
S (circulagdo no contorno) também se mantém: ¢ x S = constante. Portanto

— = constante.
L
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Problema

Vorticidade ¢ =V x /2
1.V-C =0
2. linhas de vdrtice: curvas tangentes a ?(F) em cada ponto
3. tubos de vértice: tubos formados por linhas de vértice.

4. Circulagao da velocidade ao longo de uma curva fechada C'

FE]{U-dZ:/dg-VxUE/dg-Qa
C S S

Portanto I'' é 2x o fluxo da vorticidade.

5. Teorema: A circulagdo da velocidade ao longo de qualquer sec¢do transversal de um mesmo
tubo de vdrtice é a mesma.

6. Equacao de transporte de vorticidade

ar  _, _— _ Dir
o0 UV = o

= VWO —G(V-T)+ - VT

7. Se o escoamento for sem viscosidade,
7-Vv =0;)

bidimensional (= (7 é perpendicular a v =
e incompressivel (= V- 7 = 0)

—
(r se conserva ao longo do escoamento.

8. Se um fluido é perfeito, isto é, sem viscosidade e incompressfvel, as partfculas que num
certo instante estdo sdébre uma linha de vértice, se mantém sobre a mesma linha de vértice.
Portanto um segmento de tubo de vorticidade se move com o fluido e contém sempre o
mesmo material.

9. Se um pedaco de um tubo de vorticidade correspondente a vorticidade ¢ tem altura L a
relacdo (/L se mantém com o tempo em fluidos ideais. Se o fluido é incompressfvel, o}
volume do tubo se mantém: S x L = constante. O fluxo da vorticidade através da base
S (circulagdo no contérno) também se mantém: ¢ x S = constante. Portanto

— = constante.

QUESTAO. Se o fluido tiver velocidade de escoamento solenoidal, isto é, v = V X A
pode-se fazer uma analogia entre o vetor velocidade e o vetor vorticidade.

Para as defini¢oes dadas acima, relacionadas a vorticidade, encontre as correpondentes rela-
ctonadas a velocidade.

Que afirmagdes podem ser feitas para a velocidade, correspodentes as feitas acima para a

vorticidade?
Exemplo: 1. V-7 =0.



Capitulo 6

Escoamento potencial.

A equacdo de Navier-Stokes junto com as equacOes de conservacdo de massa, de energia e a
equacao de estado podem, em princfpio, descrever completamente o escoamento de um fluido.
Na realidade éste conjunto de equacoes é altamente nao linear e complexo na maioria das vézes
e o tratamento matemético ¢ extremamente dificil.

Conforme visto em (3.1.2), a velocidade pode ser escrita como uma soma vetorial de trés
componentes:

e velocidade de translagdo uniforme o7,
e velocidade de rotacao pura o,

e e velocidade de deformacao 74.

Matematicamente podemos escrever

V.3 =0 e Vxu=0 =0 =Vp;Vip =0
V - o5 =0 (solenoidal) e V x v =2C =0 =VxA
V.vg = %%% #0 e V xvg =0 (irrotacional ou potencial) = 13 = V.

As solucoes analiticas podem ser obtidas em alguns casos simples como de fluidos incom-
pressiveis (V-4 = 0) ou irrotacionais (V x ¥), definindo a velocidade em térmos de um potencial
escalar ou vetorial.

Na realidade, um escoamento é raramente irrotacional pois a conservacdo da circulacao é
constantemente violada.

O chamado fluido ideal (sem viscosidade) é apenas uma abstragdo. Na melhor das hipéteses
é uma aproximacdo que pode ser razodvel quando a viscosidade for pequena mas néo nula,
quando a camada limite formada perto de corpos sélidos é pequena e permanece em contato
com os corpos. Quando a camada se desprega da superficie sélida e os vortices comecam a se
soltar formando a esteira de vortices de von Karman, os resultados obtidos usando a equagéo
de Euler estdo completamete errados.

Um outro exemplo da falha do modélo de fluido ideal: usando a equacdo de Euler para
calcular a for¢ca com que uma esfera sélida é arrastada por uma correnteza obtemos valor zero

[0}
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(paradoxo de D’Alembert). Todos os problemas ligados & resiténcia do meio sé podem ser
analisados usando a equacao completa de Navier-Stokes.
Apesar das restrigoes, os resultados da equacdo de Euler ainda sdo importantes devido a

simplicidade.

6.1 Escoamento incompressivel bi-dimensional.

Se V- ¥ = 0 pode-se definir um potencial vetorial 4 tal que 7 =V X A,

Podemos definir como escoamento bidimensional aquele que pode ser descrito por somente
duas coordenadas espaciais por ter algum tipo de simetria

Se o escoamento for bi-dimensional pode-se escrever A = Ve, onde ¥ é um escalar, rela-
cionado com o fluxo, e €; é o versor perpendicular ao plano do escoamento.

Demonstracgao.

A equacao de uma linha de corrente é

der dy

— = — = vydr —vydy = 0. (6-1)
vy Uy

Como o fluido é incompressivel

V-T:O:>%:—0U‘”.
Oy Oox
Portanto deve existir uma funcao ¥ tal que
A oV
W B Yz = oy’

A equacao 6-1 fica d¥ = (0¥ /0z)dx + (0¥ /0y)dy = 0.
Vetorialmente, pode-se escrever

7 VU xe =Vx A; (6-2)
A = Ue,.
c.q.d.
A equagdo d¥ = 0 contém as linhas de velocidade. Portanto a equagdo de superficie

U(7,t) = C(t), onde C(t) nao depende da posicao, é formada por linhas de velocidade, em
cada instante. Esta é uma forma muito interessante de visualizar o campo de escoamento.

Coroléario 6.1 7.VV¥ = 0.

Exemplo 6.1 A velocidade de escoamento de um fluido € dada por

—_—

C’y—.>+C’m—.> 9

szt t5J s rl=a22442; C>0.

Como sao as linhas de corrente?

V - @ =0. Portanto existe ¥ tal que

— ov—  ov
X - 7

__3:17]_'_ y
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ov  Cy O
9y T2:>\II— 21117“ + f(x)
v _o

ox r2 = f/('r) = 0= f(x) = constante.

Na formula da velocidade entra somente VWV e nao V. Portanto qualquer constante aditiva em
W nao altera o resultado fisico e portanto ¥ = —C'lnr.

As linhas de corrente sdo dadas por ¥ = constante, ou
r = constante. No caso sdo circunferéncias com o centro
na origem ou melhor, superficies cilindricas. A velocidade
no ponto (r,y)= (0,1) € (vz,vy) = (—C,0). Portanto o
sentido do escoamento deve ser anti hordrio.

A velocidade pode ser escrita, em coordenadas polares no plano como

& -

5
Il
]

5

5

E a velocidade de um vdrtice livre, visto no exemplo (1.12).
A expressdo 6-1 pode ser usada diretamente para determinar as linhas de corrente:

dr  dy dx dy

= = .
vy vy  —Cy/r?  Cx/r?

A vorticidade € nula mas hd um vdrtice em torno da origem. A vorticidade deve ser infinita na
origem. Devemos ter, em wvolta da origem

FE%T'd?:ngdGZQWC.
T

6.1.1 Equacao diferencial para V(r,t).

Um vetor estd completamente definido se conhecidos o seu divergente, o seu rotacional e algumas
condicoes de contorno. Portanto, no caso do campo solenoidal bi-dimensional basta conhecer a
vorticidade:

<

N | —

VX0 = %v x (VU x &) = —%VQIIJe_;. (6-3)

Para escrever a equacdao para ¥ podemos usar a equacao para a vorticidade 5-4 deduzida no
capitulo 5.

Nao vamos considerar aqui a forca de Coriolis.

A equacao do transporte de vorticidade pode entéao ser escrita em térmos de ¥ como

%VQ\IJ — (VU x VV?0) - &7 = vV (6-4)

que contém um térmo do 4o. grau devido a viscosidade.
A vorticidade ndo se conserva num fluido viscoso bi-dimensional.
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6.2 Escoamento potencial.

Quando o fluido ndo tem vorticidade (V x ¥ = 0) diz-se que o escoamento é irrotacional ou
potencial pois é possivel introduzir uma funcdo potencial escalar (7, t) tal que

3(7, 1) = V(7. 1).

Segundo o modelo de fluidos ideais, se um escoamento inicialmente ndo apresentar vorticidade,
éle continua irrotacional. Em fluidos reais, um escoamento potencial poderia ser uma descri¢ao
aproximada, fora das camadas limites formadas préximo a corpos sélidos imersos.

Corolario 6.2 Num escoamento potencial, incompressivel e bi-dimensional, as curvas ¥ = const
e as curvas ¢ = const sao ortogonais entre si.

Demonstragdao: 9(7,t) = V(r,t) = U(7,t) é normal a superficie ¢ = const. As linhas
paralelas a U(7,t) estdo contidas numa superficie ¥ = constante.

Exemplo 6.2 No escoamento do exemplo 6.1 podemos calcular o potencial pois V x o = 0.

C Jyp 10y
= = &+ ——eg
V=W =Ve=grE T oo,

= ¢ =C0.

Exemplo 6.3 Considere o potencial de velocidade p = C (2% — y?). Determine a velocidade, as
equipotenciais e as linhas de fluro, ¥V = cons tante.

6907 0p —

V(p—a— +8_ ZCrz—ZCy]
T D

xr Y
=¥ =2Cxy

As equipotenciais e as linhas de corrente sdo hipérboles ortogonais entre si.

6.2.1 Equagoes diferenciais para o potencial ¢(7,t) e pressao
P(7,t).

Fazendo ¥ = V¢ na equagdo do momento linear (de Euler) e assumindo que p = p(P), de modo

que VP/p =V [ dP/p, obtemos

Ny

e +VL —I—V/——i—V(I) 0
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ou

2
V(a—"o+v—+/d—P+<I>>:o.
ot J op

® é a energia potencial gravitacional por unidade de massa.
Portanto

Op  v? dP
== + = — +®=c(t) ; U=Vo.
g+ [ e 0
¢(t) é uma fungao arbitréria de ¢, independente da posigao.

Este resultado é uma generalizacdo do teorema de Bernouilli:

Teorema 6.1 (Teorema de Bernouilli generalizado:) para um escoamento irrotacional, com viscosidade ¢

2 dP
dp v /_ +®=c(t) . ( equagao de Bernouwilli generalizada) (6-5)
p

A igualdade nao estd restrito a pontos ao longo de uma linha de corrente; ela se estende a toda
a regiao do escoamento.

Uma outra equacao pode ser deduzida da equacao da continuidade substituindo ¥ por V:

op - . .

yn +V .- (pVep)=0 ( equagao de continuidade generalizada). (6-6)
Temos duas equagoes, acopladas, para ¢ e P (ou p, se for possfvel escrever p como funcao de
P), que apresentam solucoes tnicas para dadas condigbes iniciais (valores de ¢ e p num dado
instante) e condi¢oes de contorno.

As condigoes de contorno para o potencial ¢ na superficie de contacto com um gélido sdo
obtidas de

(V—vg) -1 =0,

onde vg é a velocidade do ponto da superficie do sélido e 7 é a normal a superficie. O fluido néo
penetra no sélido, nem hé formacao de vacuo.

Como 3
S " 4
-n=Vyp -n=—,
R Q-0 o
a condi¢do de contorno fica
0
a—: = %A (6-7)

Néo havendo forcas viscosas (tangenciais) a velocidade tangencial pode ser qualquer.
Na superficie de separacao de dois fluidos (1 e 2), deve haver continuidade da velocidade
normal, se ndo houver interpenetracéao dos fluidos ou formacéo de cavidades, e continuidade da

pressao:
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6.3 Fluido incompressivel e irrotacional.
Neste caso temos para a velocidade
V X ’U = 0 € v . ’U = 07

portanto, equacoes desvinculadas da pressao.
Este sistema de equacdes é o mesmo para o campo elétrico numa regidao, sem carga, de um
sistema estatico

VxE=0 e V-E=0
ou para o campo magnético de um sistema estatico numa regido sem corrente
VxB=0 e V-B=0.
Todos podem ser escritos, definindo-se um potencial escalar, como equacao de Laplace
Vip=0. (6-9)

Podemos usar os mesmos métodos matemédticos para obter a solucao, como por exemplo o
método de separacgdo de varidveis, método de transformagdo conforme de funcoes analiticas em
casos bidimensionais etc. Se as condigoes de contorno do tipo (6-9) sdo conhecidas, a velocidade
nao depende da equacao de Euler.

A outra equacdo de movimento, a de Euler, ou a de Bernouilli generalizada (6-5), pode ser
usada para determinar a pressdao. Ela é bastante simples no caso em que p é independente do
tempo e da posicdo:

T T re=e) (6-10)

Quando o fluido ¢ incompressivel e ainda, o escoamento é bi-dimensional (T=VU X €)e
irrotacional (7 = V), ¥ e ¢ satisfazem a equagdo de Laplace

V=0 e VZp=0.
Uma funcao complexa definida por

Q= p(z,y) + iY(z,y)

é analitica e é chamada funcio potencial complexo. Pode-se considerar que toda funcio
analitica de z = = + 1y representa um campo de escoamento de um certo fluido. A parte real
seria o potencial e a parte imaginaria a funcdo de fluxo. Obviamente, nem todas as funcoes
anliticas representam escoamentos, fisicamente interessantes.

Uma forma interessante de se estudar o problema é usando a teoria de transformacoes con-
formes de funcoes analiticas[?, 2, 3.

Exemplo 6.4 (Esfera movendo num fluido ideal) A esfera se move com velocidade v(t)
dentro de um fluido em repouso.

O sistema pode ser descrito usando coordenadas polares esféricas com origem no centro da
esfera e eizo z na dire¢io e sentido de vy. Como hd simetria azimutal todas as grandezas fisicas
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s6 dependem das coordenadas v e 6 e a solugao mais geral possi/vel da equagao de Laplace (6-9)
pode ser determinada usando o método de separa¢ao de varidveis como

7k
—

(p:
J4

(Ag?“e ¥ Bgr*(“l)) Py(cos ) (6-11)
=0

onde Py(x) sdo fungdes especiais chamadas polinomios de Legendre.t Os polinémios de Legendre
sao linearmente independentes entre si.

Py(z) =1; Pi(z)=mz; Po(z)= (322 -1)/2...

As constantes Ay e By sdo determinadas de acérdo com as condigoes de contérno sébre a veloci-
— —

dade. A velocidade da esfera é vo(t)k, onde k é o versor na dire¢io z. A velocidade do fluido é

dada por

oo

v = 22 =S (4" — (04 1) B~ Py(cost)
or pre

_ 100 (0 ~e+2)) 9.
v = - 50 [Z; (A[I“ + Byr ) 89Pg(cost9).

No infinito o escoamento ndo € perturbado pela esfera. O fluido deve estar parado.

Sobre a superfi/cie esférica, a componente normal da velocidade deve ser a mesma que a da
esfera.

Portanto as condicées de contorno devem ser

lim v, (r,0) =0 (6-12)
lim vg(r,0) =0 (6-13)
e vy(a,d) = vo(t)cosh. (6-14)

Usando (6-12) temos

lim Z EA@TE_IPg(COS f) = 0.
=0

1Este método é explicado na maioria dos livros elementares de Fisica Matematica.
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Ay =0 para £ # 0. O valor de Ay ndo entra na erpressao de U de modo que podemos considerar

0.

(6-13) € satisfeita automaticamente.
Usando (6-14) temos

oo

Z (¢ + 1) Bea~ 2 Py(cos B) = vy(t) cost

£=0

e portanto By = —%aduy(t).
Portanto, para uma esfera se movendo com velocidade vp(t) num fluido parado, a velocidade

seria dada por:

o3
vr(r, 0) = +uvo(t )—3 cos 6
ad .
vp(r, 0) = Uo(t)§T—3 sin #
Load [ T[T -
U‘ZTF#(;*MU)-%UJ (6-15)
(6-16)

7 € o vetor de posicao em relagao ao centro da esfera. Portanto o vetor de psi¢cdo v’ em relagdo

ao referencial do fluido, parado no infinito, €
ﬁ:F+/%@ﬁ (6-17)

A pressao € determinada usando a equagao (6-10) entre um ponto qualquer e um ponto no

infinito, onde a pressao € Py e a velocidade nula
Op v?
P=—-p——p—+ P -1
P~ P T B (6-18)
Para se calcular Op /0t usamos (6-17).
or! or
— = —vp(t).

ot ot

&p o
(915 = Vg - UO 00 - Vi

onde VgF =), 0F/0u;€; e € € o versor na diregio do eizo x;
Na superficie da esfera a pressao fica

1 1 .
P(a,f) = Py + gpvg(g cos®>f —5) + §paﬁ- )

onde 7 € a normal & superficie esférica e 6 o angulo entre ii e vg
A for¢a de resisténcida do fluido ao movimento seria

= / P(a,0) 7 27 a® sen 6 df.
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O resultado € nulo quando a esfera ndao € acelerada, ou seja, um fluido ideal ndo oferece re-
sisténcia ao movimento de uma esfera. Devido a natureza da equacdo de Laplace, devemos
esperar um resultado andlogo quando houver uma simetria entre a metade anterior e a posterior
do corpo.

Este resultado certamente néo corresponde a realidade. Eo paradozo de d’Alembert. Uma
solu¢do mais realistica € apresentada no ultimo capitulo.

Exemplo 6.5 (Cilindro imerso num fluido ideal) Considere um cilindro de raio a, imerso
num fluido que se move com velocidade v4(t). Considerando o movimento do fluido na diregao
do eiro x e o eixo do cilindro na direcao do eizo z o movimento € bi-dimensional, independente
da coordenada z. A solucdo da equacdo de Laplace em coordenadas polares no plano com origem
no eiro do cilindro, que nos interessa, deve ter simetria em relagdo ao eixo x e portanto da
forma

p= (Ag’r@ + Bgfr_(é)) (cos £0) (6-19)

oo
£=0

As condigoes de contorno devem ser ¥ = vy no infinito e velocidade radial zero sobre a esfera e

portanto
lim v, (r,0) = —vo(t) cos (6-20)
lim vg(r,6) = vo(t) siné (6-21)
e vp(a,d) =0. (6-22)
Com estas condigoes obtemos
a2
© =g (r + —> cos 6. (6-23)
r

As linhas de corrente sdo determinadas a partir da fungdo de fluxo ¥ tal que v = V¥ x k. Para

o cilindro obtemos
2
¥ =g (r — a_) senf.
r



CAPITULO 6. ESCOAMENTO POTENCIAL. 84

Problemas

1. O escoamento irrotacional de um fluido ideal em torno de um cilindro parado de raio a
pode ser descrito em térmos do potencial escalar ¢ ou da funcao de fluxo ¥ como

=V ; ou v=VV¥ X e,

onde €, é o versor na direcdo do eixo. O potencial escalar é

a2
w =1 7"—|—7 cosé.

vg é uma constante e (r, ) sdo as coordenadas polares no plano. A altura do cilindro é
grande o suficiente para desprezar a dependéncia da velocidade com z na regidao consider-
ada.

(a) Mostre que o potencial corresponde ao de um fluido incompressivel.
(b) Qual o significado fisico de vy?
(¢) Calcule a velocidade na superficie do cilindro.

(d) Mostre que
2
Y(r,0) = vo <7" — a_) senf.

r

(e) Mostre que v- V¥ = 0.

2. Considere o escoamento irrotacional de um fluido nao viscoso, perpendicularmente a um
cilindro infinito de raio a. A velocidade é dada como o gradiente do potencial

2
= —v (r+a—> cos@—i—lG; r>a,
T 27

em coordenadas cilindricas.

) Determine a velocidade, em coordenadas cilindricas.
) Mostre que, no infinito, a velocidade € uniforme. Qual € essa velocidade?
(c) Mostre que o potencial corresponde ao de um fluido incompressivel.

Mostre que a circulagdo em torno do cilindro € vy, portanto diferente de zero, apesar
de o fluido ser irrotacional.

(e) Mostre que, se a pressdo no infinito € Py, a pressao num ponto qualquer sobre a
superficie cilindrica pode ser escrita
2 2
pP5 P . v
P=P —I————(Qv Sln9+—) .
Ty T\ 70 2ra
(f) Determine a for¢a que atua, por unidade de comprimento do cilindro. Ela é perpen-
dicular & direcao do escoamento. Comente.



Capitulo 7

Esfera movendo num fluido viscoso.

A equacdo do momento linear (de Navier-Stokes) (3-28, 3-29)

ov
ot

1 P
_+(VX6)XU+§V’U2:JC—‘}—VT+VV2@'+ <§+

é ndo linear e o seu tratamento matematico é muito dificil. Porém, em algumas circunstancias,

quando o nimero de Reynolds for pequeno (viscosidade alta), o térmo nao linear se torna muito
menor que o térmo de viscosidade, e se a escala de tempo de variacao da velocidade for grande,

podemos desprezar os térmos de inercia

V.v=0,
a equacao de Navier-Stokes fica
VP
- 4 V=0
p
As condicoes de contorno sao
lim =0y ; ¥(r=a)=0 e P(r— oco0)=Px.

T—00

Tomando o rotacional de 7-2 obtemos a equagio para -

V3(V x ) = 0.

(7-1)

(7-2)

(7-3)

(7-4)

Como a equacdo 7-4 é homogénea em ¥ e a condicdo de contérno é linear e homogénea em

75, podemos escrever a velocidade como uma superposicao da velocidade no infinito 7§ e uma

perturbacéo que deve ser linear em vy:

T=13+V x A

Vamos usar aqui, as coordenadas polares esféricas 7,6, ¢ e os versores €,

azimutal na direcao de vy por razoes ébvias.

(7-5)

€y, € O €1XO0

Devido a simetria azimutal do sistema, Qv,./0p = Ovg/0p = 0; consideramos v, = 0, isto é,

sem circulacdo azimutal.
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H4 uma arbitrariedade na escolha do vetor A pois se A for solucao qualquer A=A+ VG
também é solugao pois

VXVG=0—=T=0+VxA=10p+Vx A

Pode- mostrar que qualquer vetor A pode ser escrito A =VFxa+ V@G, onde @ é um vetor
constante qualquer.
Escolhemos ent ao

A=VF(r,0) x 5g =V x (F(r,0)73) , (7-6)

sem nehuma perda de generalidade.
Substituindo 7-5 e 7-6 em 7-4 obtemos

V(V x 7)) =V? [V x Vx (VF x 15)] = =V [V*F] x 75 = 0. (7-7)
Seja F’ a solucao mais geral possivel de
VAF = V3(V2F) = 0. (7-8)
Defino F tal que VF = VF’ + hv) onde h é uma funcio escalar qualquer.
V (VAF') = (V*h) 4.

Como (V4h) pode ser qualquer funcao, F' é a solucao mais geral possivel de 7-7.

Como F e F’ dao o mesmo potencial /_1', podemos tomar F’ como sendo a solugao geral de
7-7, sem nehuma perda de generalidade.

A solucdo geral da equacdo 7-8 pode ser secrita em térmos de polinémios de Legendre! mas
no caso de esfera imersa no fluido F' nao deve depender de # e, portanto deve satisfazer a equacao

1d(,d[1d /[ 4dF B
W{W[W(W)]}—”'

F=C1+Cor '+ Csr™ 4 Cyr™™, (7-9)

Integrando obtemos

onde C}; sao constantes de integracao.
O valor de C] é irrelevante pois a velocidade s6 depende de VF'.
Escrevendo a ¢ em coordenadas esféricas e fazendo lim, o, ¥ = 7§ obtemos C3 = 0.
Impondo #(r = a) = 0, determinamos Cs = a3/4 e Cy = 3a/4.
A solucao fica, entao

10s polinémios de Legendre sio auto-funcoes do operador laplaciano ¢ portanto a solucio geral ¢ da
forma

o
F= Z fe(r)Pi(cos ).
£=0
Escrevendo f;(r) como uma série de poténcias de r obtemos

fo(r) = Cirt 4 Chr=* 1 4 Ol 2 L Cir =" L,



CAPITULO 7. ESFERA MOVENDO NUM FLUIDO VISCOSO. 87

a® /a T
F = —(=+3-); -1
4 <r+3a>’ (7-10)
3a 1la3
v = v00059<1—§;+§T—3>; (7-11)
3
vg = —Uosenﬁ(l—%g—ia—g>.
T T

A pressao é dada por
VP/n= V5= V’V x|V x (F15)] = V*VV - (FT§) — V'FF75 = V*VV - (F 7).

Portanto,

3 e e
P = P + )V - (FT3) = Pao + 775 - VV2F = P — 7% UOT;’ . (7-12)

A forga sobre a esfera deve ser na diregao de vg (direcéo lg) e pode ser calculada pela férmula

Lo 2m ™ -
—/dS' o .k:—/ d(p/ a’senfdb & - o' -k.
. J0 /0

O resultado desta integracdo é conhecido como a férmula de Stokes:

Forca = 6manvy. (7-13)

E a forca com que uma esfera é arrastada pela correnteza.



Apendice A

Algumas relacoes vetoriais

A.l Formulas vetoriais

=,

1.ax(bxd)=(@-ab— (@ b

2. VxVip=0

3. V-(Vxa)=0

4.V x (Vxad)=V(V-a@) — Vi

5. V-(Wa)=a-Vi+yV-a

6. Vx (va)=Vyxa+yV xa
7.V-(@xb)=b-(Vxd)—a-(Vxb)

8. Vx (@xb)=a(V-b)—bV-@)+(b-V)a—(i-V)b

9. V(@ b)=(@-V)b+ (b-V)a+adx (Vxb)+bx(Vxa)

A.2 Teoremas do Calculo Vetorial

Nas formulas segquintes V' € um volume limitado pelo contorno S; dV e dS sdo elementos de vo-
lume e drea, Tespectivamente; o sentido de dS € para fora; ¢, ¥ e A sao fungdes bem comportadas
dentro de V.

1. [,dV V-A=[,dS-A (Teorema de Gauss, da divergéncia)
2. [, dV Vi = [¢dS ¥

3. [,dV Vx A= [,dSx A

4. ]V dV (¢V —pV2¢) = fs ds - (VY — YV @) (Teorema de Green)

Nas formulas sequintes S € uma superficie aberta limitada pelo contorno C; dS e dl sio
elementos de drea e linha, respectivamente; o sentido de ds ¢ definido pela regra da mao
direita em relagdo ao sentido da integral de linha ao longo de C; ¢ e A sio fungdes bem
comportadas sébre S.

5. [s dS-(V x A) = b ar- A (Teorema de Stokes)
6. [gdS x Vo= §,dl
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A.3 Formas explicitas das operacoes vetoriais

Coordenadas cilindricas (r, ¢, z)

1. Vz/)_eT%f—}— €Ll 1

<Pr6<p €25:
18(7~A) 1 0A, 9A;
7T - [10A A, - (9A, _ 0A, A(rdy)  HA,
3.V><A—e7~(;&;—az)+ew(az 8r)+eZT( T

5. (A-V)B =6 (A-VB, - 42Pe) 4 (A VB, + 1A,B,) + ¢:(4- VB.)

=6 [V24, - & (A, +282) | + 6 [V24, - & (4, - 2% )| + V24,

Coordenadas esféricas (r,0, )

SO - 19y 1oy
L. VQ/) €rar t+eo 07 30 + e 997"511198(,0

2. V- A= ;gg('r AT) + mm(smﬂAg) rsin 0 (")(p

3. Vx A= 61—t [%(Sinko) _ %}
1

+69[ 1 9A,

a 170 A,
rsinf dp W(TAW)} +6<PF [W(TA9) o0 ]

1

2 20y 19 (i poy 1 9%y
4. V1/) rZ 8r (T W>+r§sin9@<81ne )+ 25in2 § Op2

2
[ Observagao: %% <r2%> = %a—(m/))}



Apendice B

Relacoes da termodinamica

Ky, = —% (g_V)m = % (g%) compressibilidade a m constante
; m
a—l(‘s—v) =_1(% coeficiente de e a0 térmi a tant
=v{s)p=—5\5r), coeficiente de expansdo térmica a pressao constante
cy =T (%)v calor especifico a volume constante
cp=T (%) p calor especifico a pressdo constante
Potenciais termodindmicos Relacoes de Maxwell
.. ar oP
Energia interna UGS, V) U =TS — PV (W)S:'(ﬁ)v

Energia livre

—7 - _ _ 95y _ (2B
(potencial de Helmoltz) FILY)=U-TS | 6F = -5T — P§Y (3V)T_(8T)v

Entalpia H(S,P)=U+ PV | 6H =TS + V6P (g_g)sz(g_g)

Potencial de Gibbs G(T,P)=H—-TS | 6G = —-S6T + V5P —(%)T:(%

Duas relacées podem ser deduzidas para a entropia, chamadas, relacoes T6S:

la. equacao T6S | T6S = cpdéT + T%(SV

2a. equacao T6S | T6S = cpdT — TaVSP

No estudo de fluidos é conveniente usar, ao invés das grandezas extensivas V, S, U, F,
H e G, as grandezas por unidade de massa. O volume por unidade de massa € o inverso da
densidade de massa. Substituindo V por 1/p nas relagdes acima temos as relagdes para as novas
grandezas.
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